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La aplicacion de Gauss

En el caso de una curva regular o (parametrizada por longitud de arco), ya vimos que la
curvatura esta dada por la norma del vector t'(s) = a/(s), esto es t/'(s) = x(s)n(s).
;Podemos definir un concepto similar para superficies regulares?

Sea S una superficie orientada (ya sea por la eleccion de un atlas coherente maximal, o
por la eleccion de un campo normal diferenciable), y seax: U C R? — VNS una
parametrizacion en una vecindad de p € S.

Consideramos la siguiente aplicacion N : S — R3, dada por

N(p)

_ Xu(q) xxv(q)
[%u(q) < xv(q)|

, cong=x""(p).
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La aplicacion de Gauss

Definicion
Dada una superficie orientada S, la aplicacion N : S — S? dada por el vector normal
unitario N(p) que define la orientacion de S es llamada la aplicacion de Gauss 6

aplicacion normal de Gauss.

NLF)
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La aplicacion de Gauss

N es un mapa diferenciable entre superficies. Su derivada DN(p) : TpS — Ty()S” es tal
que si « es una curva diferenciable sobre S, o : (—¢,e) — S, con «(0) = py o/(0) =,

entonces
DN(p) - v = (N o a)'(0).

Obs!
® Como S$* =f~"(1), donde f(x,y,z) = x> + y>* + 22 y 1 es valor regular de f, entonces
TqS* = (Vf(q))" = Ker Df(q).

En particular, Vf(x,y,z) = 2(x,y,z) = Vf(q) =2qy T¢S* = (q)*.

® En conclusion, TypS? = (N(p))* = TS, y podemos pensar en la derivada de la
aplicacion de Gauss como un mapa DN(p) : TpS — TS, Vp € S.
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La aplicacion de Gauss

Propiedad

DN(p) : TpS — TpS es una transformacion lineal auto-adjunta.

Prueba:
Seax: U C R?2 — VNS una parametrizacion,y seap € VNS. Como N(p) L xy, Xy,

tenemos que
(Nox(q),x,) =0 y (Nox(q),x,) =o.

Derivando con respecto a u y v, obtenemos

(DN(p) - Xy, Xu) + (N, Xuy) =
(DN(p) - Xy, Xy) + (N, Xyy) =

o o
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La aplicacion de Gauss

Siendo x de clase C?, entonces x,, = Xyy, luego

(DN(p) - Xu,Xy) = —(N,Xy) = —(N,Xu) = (DN(P) - Xy, Xu)
= (Xu, DN(p) - Xy).

Por simetria del producto interno, también tenemos

(DN(p) - Xy, Xy) = (X4, DN(P) - Xu),
(DN(p) - Xy, X,) = (X,,DN(p) - X,).

Extendiendo por linealidad las relaciones anteriores, se obtiene

<DN(p) . W1,W2> = <W1, DN(p) . W2>7 VW1,W2 S TpS O
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Segunda forma fundamenta

Definicion
Sea S una supefficie orientada. La segunda forma fundamental de S en p es la forma
cuadratica llp : TpS — R dada por

lp(v) = — (DN(p) - V).

Sia:(—e,e) — Sesunacurva con a(0) =pya’(0) =v,y |d/(s)] =1, para todo
s € (—¢,¢), entonces
(N(a(s)),d(s)) =0, Vs.

Diferenciando en s obtenemos (N, a”’(s)) + (DN(«) - &/(s), &’(s)) = 0, Vs. En particular,
baras =9 (N(p), " (0)) = — (DN(p) -, ¥) = llp(v).
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Segunda forma fundamental

Como «/(0) = k(0)n(0) = kN, tenemos que

l1p(v) = £(N(p), n).
Definicion
El nimero x(N(p), n) es llamado la curvatura normal de c.en S en p.

Pregunta: ;Qué ocurre si tomamos otra curva 38 : (—¢,¢) — S, con 3(0) = p, 5/(0) = v?

Teorema (Meusnier)

Cualesquiera dos curvas o, 3 en S, pasando por p y tangentes entre si (esto es,
a(0) = p = B(0), o/(0) = v = +£'(0)) poseen la misma curvatura normal.
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Segunda forma fundamental

Del teorema de Meusnier, tenemos que la curvatura normal no depende de la
orientacion de la curva, pero cambia de signo al mudar la orientacion de S.

— [
Sea P el plano que para por p, y que es /'/’HLF} ‘
generado por los vectores v = &/(0),
N = N(p).
Sy P son superficies transversales = /
ay = SN P es una curva regular, llamada la
seccion normal de S en p, en la direccion /’
dev. “
v
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Curvaturas

Obs! Si oy es tal que ay(0) = p, @} (0) =vyn,,(0) ( ), entonces la segunda forma

fundamental esta dada por llp(V) = kq, (N(P),N) = kq

Teorema (Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos)

Sea V espacio vectorial de dimension finita n, con producto interno (-,-),yA:V — V un
operador auto-adjunto. Entonces, A admite una descomposicion de la forma

A= UAUT,

donde A = diag(\, \,, - .., A\n) es la matriz diagonal formada por los autovalores
M= > ApdeAyU=(u; u, ... uy) €R"™"esunamatrizortogonal cuyas
columnas son los autovalores de A, con u; el autovalor correspondiente a );,
i=1,2,...,n
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Curvaturas

En particular, existe una base ortonormal u,,u,, ..., u, de V, tal que en esta base, A es
diagonalizable, i.e.
Au; = \u;, parai=1,2,...,n.

Corolario
Si S es una superficie orientada, para todo punto p € S existe una base ortonormal
{e:,e,} de TpS tal que

DN(p) - e = —I'i1e17 y DN(p) - @) = —K©,;.
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Curvaturas

Definicion
k1Y K, Se llaman las curvaturas principales de S en p. Los vectores e, y e, se les llama las
direcciones principales de S en p.

P nclp'al"xk
direction vy ™~

. principal X
P direction v, principal
E— " princigal curvature x,

S\ Curvature k; N\

N \
\ B
\ — -
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Curvaturas

Propiedad (Euler, 1760)

Sea S superficie orientada, p € S. Para cualquier vector v € T,S se tiene que
k1 > k(aw) > Ka. ASI, kq Y Ky CcOrresponden a las curvaturas normales maxima y minima
en p, respectivamente.

Prueba:
Tomemos v € TpS, con |v| = 1. Podemos escribir v = cos e, + sin pe,. Entonces,

llo(v) = —(DN(p)-v,v) = —(DN(p) - (cos pe; + sin pe,), cos pe; + sin pe,)
=  —(—KqCOS @ — Ky SiN Y@y, COS Py + Sin Ye,)

= K;C0S% P+ Kysin® .

Si k4 > Ky = Ky = kq(cos? @ + sin® ) > l1p(V) > Ka(cos® o + sin® ) = Ka. 0O
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Curvaturas

&, & coordinate along 1, 1,"
A n, 1" :coordinate along Iy, 1"
I, :base line

_ _— ; Kymajor plincipal cuvature Green strain tensor: Ey = > (FiFiy = 6;
Il-mf_lfor pr:_nqpa! curvature Ir_ne i, ":tangential curvature Pkl 4); (Z ( .)’l ,r)
[y:minor principal curvature line 8: formed angle by x, and x," osition vector: x(§,n), x"(§",n
Ty~Ty:tangential plane Lo i sp, = dxn)

: 1 :the line expanded froml, U= e

Las curvaturas principales x, Yy . estan relacionadas con el tensor de estrés.
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Curvaturas

Gauss nos ensena hasta como se debe tomar un pedazo de pizza.
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Ejemplo 1: (El plano)
Tomemos la parametrizacion x(u,v) = po + Uw, + vw,, con {w,, w,} base del plano.
Luego, X, = W4, X, = W,.

De ahi,
Xu(P) x Xv(P) Wq X W,

Xa(p) X Xy (P)] Wy x W]

N(p) =
es constante.

= DN(p) = 0, Vp € S. Asi, si e, y e, son las direcciones principales, entonces
De modo que kK, =0y Kk, = O.

En este caso lly(v) = 0, para todo v € TpS.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Aplicacion de Gauss | Alan Reyes-Figueroa Page 15 UVG




Ejemplo 2: (Esfera de radio R)
Para una esfera S? de radio R (centrada en el origen), tenemos que la aplicacion de
Gauss, con la orientacion que apunta todos los vectores normales hacia el origen, es

N(p) = —zp, Yp€ES.
Luego, DN(p) - v = —3/-v = —3v, Vv € TpS?. En particular,
llp(v) = —(DN(p) - v.v) = zIv|]*.
Si e, y e, son las direcciones principales en S3, entonces
DN(p) - e, = —;e;, DN(p)-e, = —ze,.

Luego, k1 = 3 Y k2 = %, Y lp(V) = —%, para todo v € TpS>.
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Ejemplo 3: (Cilindro)

Consideramos el cilindro S =S" x R = {(x,y,z) e R3: x> + y> = R*}. S=f'(R?), con

f(x,y,z) = x* + y?,y como R? es valor regular de f, S es superficie regular orientable.

Ademas,

N(p) = — Vf(x,y,z) _ (2x,2y,0)
IVf(x.y,2)]  |(2x,2y,0)

Consideramos la curva (x(t),y(t), z(t)) contenida en el cilindro, es decir, con
x(t)> + y(t)> = R*. Alo largo de esta curva, N(t) = 3(—x(t), —y(t),0) y por lo tanto,

| = _%(vav O) = _%p

DN(p) - (X'(1),y'(1), Z(t)) = N'(t) = z(=X'(t), =y'(t), 0).
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Concluimos lo siguiente:

Si w, es un vector tangente al cilindro y paralelo al
eje z, entonces DN(p) - w, = 0 = OwW;;

si W, es un vector tangente al cilindro y paralelo al
plano xy, entonces DN(p) - W, = — 4 W..

De ello se deduce que w, y w, son los autovectores
de DN(p), con autovalores ks =0y K, = %,
respectivamente.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Aplicacion de Gauss | Alan Reyes-Figueroa Page 18 UVG




	La aplicación de Gauss
	La segunda forma fundamental
	Curvaturas

