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Intersecciones entre curvas y rectas

Definicion
Sea « : I — R? una curva regular plana, y sea ¢ una recta en R2. La multiplicidad de ¢ es
el numero de intersecciones |« N ¢|.
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Intersecciones entre curvas y rectas

Asociamos una medida a un subconjunto de
rectas del plano. Primero, observemos que
toda recta ¢ en R? esta determinada por la
menor distancia de ¢ al origen O, denotada
p > 0,y por el angulo § € [0,27) que la
recta normal a £ hace con el eje Ox. e
La ecuacion de la recta ¢ esta dada por # L

Xcosf 4+ ysinf = p. 0
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Intersecciones entre curvas y rectas

Identificamos el conjunto de rectas en el plano por el conjunto
L={(p,0) eR?:p>0,0<6<2r}=[0,00) xS".

Recordemos que el area de un subconjunto S C R? como

A(S):/de:/sdxdy,

donde w = dx A dy es la 2-forma diferencial del elemento de area.

Objetivo 1: Mostrar que a menos de multiplicacion por constantes, w = dxdy es la (nica
2-forma invariante por movimientos rigidos del plano.
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Areas

Definicion
Un conjunto S C R? es mesurable (o medible), si la integral

/ dxdy

S

existe (puede ser finita o no).

Equivalentemente, S es mesurable si, y solo si, la funcién indicadora

1, Sixes;

= {o Sree

es mesurable.
En ese caso, el valor de la integral A(S) = [ dxdy es el area de S.
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Areas

Teorema (Cambio de variable)

Sean Ay B subconjuntos abiertos y con volumen de R", y sea g : A — B un difeomorfismo
clase C. Entonces, para toda funcion integrable f : B — R, la funcionfog:A — R es

integrable en A, y vale
[£= [ og) decbg.
B A

En particular, para R?, usando una notacion mas comin

// (x,y) dxdy = //f (%.§)) det Dg(%, ) d% .
g(A)

Aqui, x = g4(X, %), ¥ = g2(X,¥) son las funciones componentes de g.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Teoria global de curvas | Alan Reyes-Figueroa Page 5 UVG




Invarianza del area

Propiedad

El area es una funcién invariante por movimientos rigidos.

Prueba:

Sea T : R? — R? movimiento rigido. Entonces T es difeomorfismo (T(x) = Ax + v es
diferenciable, con inversa T~'(x) = A~"(x — v), también diferenciable). Ademas,
DT =A = detDT = detA =1, ya que A € SO(2).

Si S C R? es mesurable, entonces 5 = T(S) es mesurable.
Del teorema del cambio de variable, conf =1,g=TyfoT =1

A(g):/dxdy:/ dxdy:/detrdmy:/d)?dy:A(S)U
5 () s °
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Invarianza del area

Propiedad
Sea f : R? — R una funcién continua. Para cualquier subconjunto mesurable S C R?
definamos la funcion

= [focyyaxay.

Si F es invariante por movimientos rigidos, esto es, para todo T : R> — R? mov. rigido, y
paratodo S, S = T(S) vale

/f y) didy = /mwww F(S),

entonces f es constante.
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Invarianza del area

Prueba:
Del teorema del cambio de variable

[ 7= [ueo deos

En particular, para g = T : R2 — R2 movimiento rigido, tenemos det DT = 1, de modo que

f(x,y)dxdy = /f()"(,")d)”(df/.
Q) s

T

Como esto vale para todo subconjunto mesurable S C R?, entonces

fX(x.y),9(x,y)) = f(x.y¥), VX, y.
Ahora, para todo par de puntos (x,y) y (X, ¥) en R?, existe un movimiento rigido T, tal

que To(x,y) = (X,¥). Luego
f()?7l7) :f(TO(X’y)) = (fo TO)(va) :f(X,Y)-

Como esto vale para todo movimiento rigido T, entonces f es constante.
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El espacio de rectas en R?

Recordemos nuestra espacio de rectas en el plano:
L={(p,0) eR?:p>0,0<6<2r}=[0,00) xS".

Sea T : R? — R? un movimiento rigido, con T(x) = Ax +v. Como A € SO(2), podemos
escribir A— [COSP —sing v= (¢
sing cosp )’ b/’
para algun ¢ € [0,27), a,b € R. Entonces T induce la transformacion de coordenadas
X = a-+Xcosp—ysinp,
y = b+Xsinp+ ycosp.

Este cambio de coordenadas induce una transformacion en L.
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El espacio de rectas en R?

Aplicando T a la ecuacion de la recta £ : xcosf) + ysinf = p,
obtenemos

Xcosf +ysind
(@+Xcosp —ysingp)cosf + (b+Xsinp + Jcosp)singd =
acosf + bsin 6 + X(cos ¢ cos 0 + sin @sin 6) + ¥(cos ¢ sin @ — sin ¢ cos 0)

acosf + bsinf + Xcos(f — @) + ¥sin(0 — ) =
En particular, X cos(6 — ) + ¥sin(6 — ¢) = p — acosf — bsinf.

Il
T T T T

Haciendo 6 = 0 — o,y p = p — acos® — bsin 6, la nueva ecuacion de la recta T(¢) es

X cosf + ysinf = p.
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El espacio de rectas en R?

Entonces, T induce una transformacion en el espacio coordenado (p, 6):

= p-—acosfh —bsind,
= 0_907

T

cuyo determinante jacobiano esta dado por

det DT(p, 6) = det

%Z gg‘:det(1 asin0—bcost9):_I
90 90 0 1 '

op 00

Obsk: T : (p,0) — (p,6) de alguna forma define también una transformacion que
preserva areas en el espacio de rectas L.
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El teorema de Cauchy-Crofton

Definicion
Sea S C L. Definimos la medida o “area” de S por

A(S) = / /S dp do.

Teorema (Formula de Cauchy-Crofton)

Sea « : | — R? una curva plana regular, de longitud L. La medida del conjunto de rectas
en el plano, que intersectan a «, contadas con multiplicidad, es 2L.
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El teorema de Cauchy-Crofton

Esquema de prueba:

Caso 1: Segmentos.
Supongamos que « es un segmento de recta de longitud L. Como la medida es

invariante por movimientos rigidos, podemos mover el origen O esta en el punto medio

de o, y el eje Ox es paralelo a «.
7‘(_)/

¥

|

%

X

Y 7

o]~

W)
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El teorema de Cauchy-Crofton

La medida del conjunto S de rectas que intersecan a « (n = 1) es

2m %L|c050| 2r
//ndpd9:/ / ddez/ L\ coso) do.
S o o o 2
27TL L s 27
//ndpd@ / f|c050|d0:f(/ cos@dtﬁ)*/ cos 6 df)
S o 2 2 o T

2

Luego,

L 7\'/2 /
= 4~7/ cos@dfd =2Lsinf
2 o

™
o

— 2L,

y el resultado vale para segmentos de recta.
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El teorema de Cauchy-Crofton

Caso 2: Poligonales.
Sea ahora « es una curva poligonal, esto es a = UL a; es la union de un nimero finito
de segmentos «;, cada uno de longitud L;, i =1,...,k, con L = ZL L;.

Del caso anterior, el area del conjunto de rectas que intersecan a segmento o; es

A(Si):/ndpd9:2L,-, i=12,...,k

i

Haciendo la suma para cada segmento, tenemos que la medida del total de rectas que
intersecan alpha es

k k
A(S):/ndpdez/ ndde:Z/ndde:Zﬂ,-:zL.
s S1U...USp —Js, .

i

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Teoria global de curvas | Alan Reyes-Figueroa Page 15 UVG




El teorema de Cauchy-Crofton

Caso 3: Caso general.

Sea a : [a,b] — R? una curva plana diferenciable y regular (clase C"). A nivel local,
puede aproximarse por una poligonal PoP; ... P, tomando una particion

P.a=t, <t <t,<...<t,=>bdelintervalo [a,b], con P; = a(t;),

de modo que la poligonal & = PyP; ... P, tiene longitud L, y satiface

‘/ ndpd9—/ ndpd0‘<5.
S(ex) (&)

Tomando el limite cuando AP — 0, resulta

/ ndpd9:/ ndpdf = 2L.
S(ar) (&)
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El teorema de Cauchy-Crofton

Portanto, la propiedad requerida vale para curvas C'.

Caso 4: Curvas C" por partes.

Finalmente, de la igualdad en el caso anterior, es posible extender el resultado del
teorema a curvas C' por partes, descomponiendo o = | Ji_, a; como union finita de
curvas q;, todas de clase C'.

A(S)Z/dpd9=/ dde:Z/ dpdo=> 2l;=2L.
S S,U...US, i S: i

i
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El teorema de Cauchy-Crofton puede utilizarse para obtener una forma eficiente de
estimar longitudes de curvas.

De hecho, una buena aproximacion para la integral [[; ndp d6 se da de la siguiente
manera:

® Considere una familia de lineas rectas paralelas tal que dos lineas consecutivas
estan a una distancia r. Gire esta familia por angulos de 6 (e.g. 6 = 7, 2%, 3T) para
obtener cuatro familias de lineas rectas.

® Sea n el nimero de puntos de interseccion de una curva « con todas estas lineas.

® Entonces ; ;
L= —//ndpd9~ “nrZ.
2/ /s 2 4

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Teoria global de curvas | Alan Reyes-Figueroa Page 18 UVG




PN AANANA N
N AR PR
A XA AR
NANAD LN
) x4 K K XX
NAW%VA KA
X o S
U Ny A
AN ANAYS &
Ve SN
N < K A
Av e <

Teoria global de curvas | Alan Reyes-Figueroa Page 19 UVG‘B“EKE\F}XE’CE
LA

EEEEEEEEE



	Intersecciones, rectas, áreas
	El teorema de Cauchy-Crofton

