UNIVERSIDAD

DEL VALLE
DE GUATEMALA

UVG

TEORIA LOCAL DE CURVAS PARAMETRIZADAS

ALAN REYES-FIGUEROA
GEOMETRIA DIFERENCIAL (AULA 04) 23.ENER0O.2025



Curvas planas

Sea o : I C R — R? una curva regular (o’ # 0), parametrizada por longitud de arco.
Denotamos al vector tangente como

t(s) =ad/(s), Vsel.

Definimos un vector normal unitario n(s) € R? de modo que las bases ortonormales
{t(s),n(s)} y {e,, e,} tengan la misma orientacion.

Como t(s) - t(s) = |t(s)|> = 1, diferenciando respecto de s
2t'(s) - t(s) =t'(s) - t(s) + t(s) - t'(s) = o.
Luego, t(s) y t'(s) son ortogonales, y se tiene que

a'(s) = t'(s) = k(s)n(s).
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Curvas planas

Definicion

El nimero k(s) se llama la
curvatura de « en el punto s.

A la recta generada por el vector
n(s) se le llama la recta normal.

El signo de «(s) indica la direccion en la cual rota la curva « ( o su tangente). x(s) > 0
indica que la curva rota a la izquierda, x < 0 indica que rota hacia la derecha.

Definicion
Los puntos donde o''(s) = o se llaman puntos de inflexion, y corresponden a aquellos
puntos donde la curvatura x cambia de signo.
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Curvas planas

o -1
1 0
de R? un total de 90° en el sentido positivo.

Consideremos la matriz de rotacion R = ( ) € 0(2), la cual rota cualquier vector

Tenemos que los vectores unitarios t y n estan relacionados mediante

n(s) = Rt(s) y —t(s) =Rn(s).
Derivando la primera ecuacion, tenemos
n'(s) = (Rt(s))" = RE/(s). (1)
Por otro lado, como t'(s) = x(s)n(s), multiplicando esta ecuacion por R, resulta
Rt (s) = R(k(s)n(s))) = x(s) Rn(s) = —rx(S)t(s). (2)

Asi, juntando las ecuaciones (1) y (2), obtenemos

n'(s) = —x(s)t(s).
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Curvas planas

Como resultado, se tiene el siguiente sistema de EDOs

t'(s) = r(s)n(s), n'(s) = —r(s)t(s),

() = (o 9 (0)

Estas ecuaciones son llamadas las formulas de Frenet.

o en notacion matricial
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Curvas planas

Fijemoss € I,y sea P = «(s), y sea ¢ la recta normal a « en P. Tomemos otro punto de la
curva Q = a(s + h). Consideremos la recta normal ma a.en Q. Y sea C el punto de
interseccion de las rectas /'y m.

Es posible mostrar que al tomar h — 0, el punto C se estabiliza. Este punto resulta ser el
centro de un circulo, que es tangencial a la curva en el punto P,

Definicion
Este circulo con centro C tangente a la cuva « en el punto o(s) = P se llama el circulo
osculador a o en s.
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Curvas planas

Center of Curvature
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Curvas planas

Ejemplo:
Consideremos un circulo de radio r > 0 en R2. Su parametrizacion por longitud de arco
es

as) = (rcos?,rsin2), scR.

Luego, t(s) = a/(s) = (—sin 2,cos ), n(s) = (? :;) t(s) =(—cos2,—sin2)y

o/’(s)‘: (—7cos2,—2sin2).
De ahi que
, Vs.

t=In=xk(s)=7

® Sia es un circulo, su curvatura x(s) es constante.
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Curvas planas

Teorema
Teorema: Una curva plana regular o tiene curvatura constante si, y sélo si, « es un trazo
de circunferencia, o o es un segmento de recta.

Prueba:
® Caso k = 0: K(S) =0 < a”(s) =0 < «(S) = u+vs es una recta.

® Caso k > 0: (<) Acabamos de mostrar que un circulo tiene curvatura constante.
(=) Considere la cantidad «(s) + 1n(s). Observe que al derivar

(a(s) + 2n(s)) = t(s) — 1rt(s) = t(s) — t(s) = o,

de modo que a(s) + 1n(s) = C es constante. Esto muestra que « es un trazo de
circunferencia con centro en C.
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Curvas planas

® Toda curva plana regular «, con curvatura no nula en el punto s, posee un circulo
centrado en C(s):

C(s) = o(s) + n(s),
su circulo osculador.

® Este circulo es tangente a o en el punto s (punto de contacto de orden 2).

® La curva C(s) formada por todos los centros de estos circulos osculadores a a,
s afs)+ ﬁn(s), se llama la evoluta o curva focal de «.

Proposicion
Sea o una curva plana regular. El radio de circulo osculador de o en s esta dado por

p(s) = 1/x(s).

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Teoria local de curvas | Alan Reyes-Figueroa Page 9 UVG




Teoria local de curvas en R3

Sea o : I C R — R3 una curva diferenciable, parametrizada por longitud de arco (o es
clase C? y regular). Entonces |o/(s)| = 1, para todo s € I.

Como |o/(s)| es constante, la segunda derivada |/ (s)| mide la
tasa de variacion de la direccion de o/(s).

Asi, |o”/(s)| proporciona una medida de cuan rapido la curva «
se aleja de la recta tangente:

a'(s)

a'(s)

a’(s)

a’(s)
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Curvatura y torsion

Definicion
Sea a : | C R — R3 una curva diferenciable, parametrizada por longitud de arco.
Definimos la curvatura de o en el punto s por

® x(s) > 0, ya que corresponde a la norma de un vector.
® Sia(s) =u+vsesunarectaenR3, u,veR3v#o0, entonces

a'(s)=v, a’(s) =0, Vs = £(s) =0, Vs.

® Reciprocamente, si « s una curva tal que x(s) = 0, Vs, entonces o’’(s) = 0y por
integracion, a(s) = u + vs es una recta.
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Curvatura y torsion

Observe que o/(s) - o/(s) = |&/(s)[* = 1. Diferenciando respecto de s

2a"(s) - d/(s) = a'(s) - &/(s) + &/(s) - &' (s) = 0.

centrs 1("/
Luego, o'(s) y &/(s) son ortogonales. céﬁe .«9._)

Si o’'(s) # 0, podemos definir un vector unitario n(s) en
la direccion de o''(s) por

a’(s) = k(s)n(s).

Ademas, denotamos t(s) = o/(s). osculating
plane £
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Curvatura y torsion

Tenemos entonces
n(s) L t(s), Vs donde «(s) # o.

El vector t(s) es el vector tangente a « en s. El vector n(s) se llama el vector normal a «
en s. El plano generado por (t(s),n(s)) se llama el plano osculador o plano osculante a
aens.

Obs: Si o’(s) = 0, el vector n(s) = oy el plano osculador no esta definido. Los puntos
donde o’(s) = o se llaman puntos singulares de orden 1 (los puntos donde o/(s) se
llaman puntos singulares de orden 0).
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Curvatura y torsion

En lo que sigue, nos restringimos a curvas sin puntos singulares de orden 0 6 1.

El vector unitario
b(s) = t(s) x n(s)

es normal al plano osculador y se llama el vector binormal a
aens.

Como |b(s)| = |t(s)| - In(s)| = 1, entonces |b(s)| mide la tasa de
variacion del angulo del plano osculador en una vecindad de
s.
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Curvatura y torsion

Tenemos varias relaciones entre t(s), n(s) y b(s):
o t/(s) =a’(s) = x(s)n(s).

o b(s) = (t(s)xn(s)) =t(s) x n(s) +t(s) x n'(s)
= (k(s)n(s) x n(s)) +t(s) x n'(s)
= t(s) x nT(os)
Luego, b’(s) L t(s), y como b/(s) L b(s) (;por qué?), entonces b’(s) es paralelo a n(s).

De ahi que podemos escribir b’(s) = 7(s)n(s).
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Curvatura y torsion

Definicion
El namero 7(s) se llama la torsién de « en el punto s

® Contrario a la curvatura, 7(s) puede ser positiva o negativa, 6 cero.

® Sia(s) es una curva plana, entonces «(l) esta contenida en un plano, el cual
coincide con el plano osculador (t(s), n(s)), Vs. Consecuentemente, 7(s) = 0, Vs.

® Reciprocamente, si 7(s) = 0, Vs, entonces b’(s) = 0- n(s) = 0 = b(s) es constante,
digamos b(s) = b, € R3. Luego,

(afs) -bo) = /(s) - by = t(s) - by = 0.

Luego «(s) - by es constante = 0 = « es una curva contenida en un plano normal a
b, y « es una curva plana.
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