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Contexto Histoérico
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Nacio el 27 de Octubre de 1798 en Posen y murié el 4 de
octubre de 1885. Obtuvo doctorados de Matematica y Asronomia,
y fue alumno de grandes mateméticos como Bessel y Gaul3

Luego de Leonhard Euler, quien descubrié el caso del Cateonide,
y Jean-Baptiste Meusnier de la Place, quien descubrid

el caso Helicoide, decubri6 |la tercer superficie minima no trivial
en 1834. Fue la primera superficie minima descubierta desde 1776

Por el descubrimiento de esta superficie Figure: Heinrich
se le otorgd un premio de parte de la Académie des sciences Ferdinand Scherk
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Primeras superficies minimas
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Figure: Catenoide
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Figure: Helicoide
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Superficies minimas de Schrek
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Figure: Superficie de Scherk |

Figure: Superficie de Scherk Il
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Las dos superficies se parecen bastante. Eso es porque son una especie de
rotacion la una de la otra. Esto se puede ver de manera mas clara en el siguiente gif
y en las siguientes renderizaciénes 3d de la superficie de y la superficie de
Sherk Il, donde en la Il se muestran dos superficies pegadas
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https://en.wikipedia.org/wiki/Scherk_surface#/media/File:Scherkassociatefamily.gif
https://en.wikipedia.org/wiki/Scherk_surface#/media/File:Scherk-1_surface_unit_cell.stl
https://en.wikipedia.org/wiki/Scherk_surface#/media/File:Scherk-2_surface_unit_cell.stl
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La primera superficie minima de Scherk es una super ficie minima por construccion.
Es decir se fuera a una superficie a que sea minima encontrando las funciones uge
logran cumplir los requerimientos. Por esto mismo es que no existe primero la
parametrizacion y luego la demostracion, sino que demostrando que es minima
encontramos la parametrizacion.

Figure: 5 unidades de la Superficie de Sherk |
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Condicion de divergencia

La ecuacidn de superficie minima, o ecuacién de Euler-Lagrange modificada se

d

puede denotar como

Vun(x,y)

\/1 + ]Vun(x,y)|2

>_
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donde z = u(x, y). Si una superficie cumple con la ecuacion de superficie minima, es

una superficie minima.
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Corollary

Para una superficie dada por u(x, y), tenemos que el vector normal es

N = (—ux, —uy, 1)
, Si normalizamos, obtenemos el vector normal unitario denotado por
N — (—ux, —uy, 1)

\/1+u2+u?

Por otro lado, recordemos que la curvatura media H de una superficie, puede ser
definida como la divergencia del vector normal unitario, de modo que

(—ux, —uy, 1)

1+ U2+ ul

uvG 9/23

H = div(N) = div



Corollary
Recordemos que si H= 0, nuestra superficie es minima. Por otro lado, veamos que
podemos escribir

1 Vu

<3 _UX _Uy

N: b ) -
\/1+u§+u}% \/1+u§+uj2, \/1—|—u)2(+u}2, V1+[Vul?

Reescribiendo, tenemos entonces la ecuacion de superficies minimas

div( Y4 Y-y
V14 |Vul?
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La meta principal de la ecuacion de superficies minimas, es no tener que encontrar
las formas fundamentales de la superficie, ni tener que realizar productos de
derivadas parciales, como en la ecuacion de Lagrange. Esta modificacién de la
ecuacion, utilizada por Scherk en 1830, fue la que le permitié deducir sus superficies
minimas, ya que previamente estas ecuaciones eran consideradas "practicamente
inmanejables”. Estas ecuaciones fueron en el futuro utilizadas por otros
matematicos de superficies minimas, como Catalan.

Ecuacioén de Lagrange

(14 22)zyy — 2z42y2¢y + (1 + z}%)zxx =0
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Demostracion y parametrizacion

Para un nimero natural n encuentre la superficie minima ) _  tal que sea el grafo de
una funcién
i (-2 40) x (-Z,45) S R
"\ 272 27" 2
de tal modo que
q T T
lim un(x,y) =4npara — - <x < +—,

y—Emw/2 2 2

lim  up (x,y) npara — — <y < 4=
im ) =— == =,
xsibm g U1 VOY P g SV =75

de modo que u, debe cumplir con la ecuacion de superficies minimas
\Y%
v Un(Xay) = O
\/1 + |VUn(X,y)|2
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]
Y ademas

Zn = {00y tn(xy) € R -2 <xy<+2 ).

de modo que encontramos la superficia que cumple las condiciones en el espacio
delimitado, tal que la funcién del grafo

v (T 4T) % (-5 +0) o R
' 272 ’

5= { (X,y, I (COS(X)» € R
cos(y)
Ecuacion Implicita

e’ cosy = cosx

es
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En este caso, comenzaremos por la ecuacion implicita, y a partir de esta
obtendremos la parametrizacion

Ecuacion implicita

sin(z) — sinh(x) sinh(y) =0
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Parametrizacion Enneper-Weierstrald

4
Sea f(z) = =AY g(z) = iz, podemos parametrizar la funcién como

i . 2
x(r,0) = 2R(In(1 + re”) — In(1 — re”)) = In (1 +r°+ 2rcose>

14r?—2rcosf

y(r,0) = §R(4itan_1(re’9)) — In (1 +r 2rsm0>

1+r2+2rsinf

Z(r,e) = %(2[(— ln(l _ r262f9) + ln(l + r262i9)) _ 2tan71 (2:’24511'1129)

paraf € [0,2m)yr € (0,1)
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Primera Forma Fundamental

B 16(1 + r?)?
148 — 2rt cos(40)
F=0
o 16r3(14r?)?
14 r® —2rt cos(46)

Segunda Forma Fundamental

_ 8(1+r*)sin(26)
1+ 18 —2rtcos(49)
~ 8(1—r*)cos(20)
1+ —2rtcos(40)
81+ r*)sin(20)

97 175 —2ricos(40)
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Demostracion
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Recordemos que una superficie es minima si y solo si su curvatura media es 0. Por

otro lado, recordemos que la curvatura media la podemos calcular como

uvG

H=—x

2

Eg + Ge — 2Ff

EG — F?
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16(1+r2)2  8r2(1+r*)sin(20) 16r2(14r3)%2  8(1+r*)sin(20) 2(0 8(1—r*) cos(20)
1 1573 =2~ cos(40) 1+r8—2rt cos(46) + 1+r8—2rt cos(40) 1+r8—2rf cos(40) — ( )1+r8—2r4 cos(40)
7 * 16(14r2)2 16r2 (14r2)2 02

T+r8—2r% cos(46) 1+r8—2r¥ cos(40)

128(14r2)°2 (14 ) sin(20) | 128r2(14r2)° (14+4) sin(20)
1 (1+r8—2r* cos(46))? (1+r8—2r* cos(46))2

2 256(1—',—r2)4r2
(1+r8—2r* cos(40))?

1282 sin(20) (r2+1)% (4 +1) .
(+rs-2ricos(d)®  _ sin (20) (r* + 1)

256(1+r2)*r2 2(r2 + 1)2
(1-+r8—2r4 cos(46))?
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Algunas cosas mas
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Particularmente utilizando el método de construccién de la primera superficie de
Scherk, uno puede encontrar mas superficies minimas en otros cuadrilateros en el
plano tanto euclideano como hyperbdélico (llamadas superficies de Scherk
Hyperbdlicas). Esta propiedad fue utilizada en 2006 por Harold Rosenberg y Pascal
Collin para desmentir la conjetura de Shoen-Yau

Las superficies de Scherk, por su periodicidad, y utilizando la parametrizacion de

Enneper-Weierstra, son comunmente manipuladas para realizar esculturas y
“familias de superficies minimas generales”
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https://en.wikipedia.org/wiki/Schoen%E2%80%93Yau_conjecture
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