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El Catenoide

Una catenoide es una superficie que se forma al hacer girar una catenaria
alrededor de su eje. Una catenaria es la curva que se forma cuando cuelgas
una cadena o cable sujeto en sus extremos, y una catenoide es la forma
tridimensional que obtienes al girar esa curva alrededor de un eje recto.
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Historia

Christiaan Huygens en el siglo XVII describió la curva que describe
una cadena colgante llamándola catenaria.

El catenoide fue descubierto en 1744 por el matemático suizo
Leonhard Euler. Siendo la primera superficie ḿınima descubierta.
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Parametrización

x(u, v) = (a cos(u) · cosh(v), a sin(u) · cosh(v), v),

donde u, v ∈ R
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Formas fundamentales

Con la parametrización dada
x(u, v) = (a cos(u) cosh(v), a sin(u) cosh(v), v),

xu = (−a sin(u) cosh(v), a cos(u) cosh(v), 0)

xv = (a cos(u) sinh(v), a sin(u) sinh(v), a)

xuu = (−a cos(u) cosh(v),−a sin(u) cosh(v), 0)

xuv = (−a sin(u) sinh(v), a cos(u) sinh(v), 0)

xvv = (a cos(u) cosh(v), a sin(u) cosh(v), 0)
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Primera forma fundamental

⟨xu, xu⟩ = (−a sin(u) cosh(v))2 + (a cos(u) cosh(v))2 + 02 = a2 cosh2(v)

⟨xu, xv ⟩ = (−a sin(u) cosh(v))(a cos(u) sinh(v)) +
(a cos(u) cosh(v))(a sin(u) sinh(v)) + 0 · 1 = 0
⟨xv , xv ⟩ = (a cos(u) sinh(v))2 + (a sin(u) sinh(v))2 + a2 = a2 sinh2(v) + a2

Entonces, la primera forma fundamental es:

E = a2 cosh2(v)

F = 0

G = a2 sinh2(v) + a2 = a2cosh2(v)
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Se requiere calcular el vector normal unitario:

n =
xu × xv

∥xu × xv∥
=

((−a cos(u) cosh(v),−a sin(u) cosh(v),−a cos(u) sinh(v))√
a2 cosh2(v) + a2 sinh2(v)

=

(− cos(u) cosh(v),− sin(u) cosh(v),− cosh(u) sinh(v))

cosh(v)

Guillermo Furlan (UVG) Mayo de 2024 9 / 28



uvglo.png

Segunda forma fundamental

⟨xuu,n⟩ = (−a cos(u) cosh(v))·(− cos(u) cosh(v))+(−a sin(u) cosh(v))·(− sin(u) cosh(v))−0·cosh(u)

⟨xuv ,n⟩ = (−a sin(u) sinh(v)) · (− cos(u) cosh(v)) + (a cos(u) sinh(v)) ·
(− sin(u) cosh(v))− 0 · cosh(u)
⟨xvv ,n⟩ = (a cos(u) cosh(v)) · (− cosh(u) sinh(v)) + (a sin(u) cosh(v)) ·
(− sinh(u) sinh(v))− 0 · cosh(u)
Realizando los cálculos:

e = −a cos(u)

f = 0

g = −a cos(u)
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El Helicoide

Una helicoide es una superficie que se origina al rotar una ĺınea helicoidal
alrededor de su eje. Esta ĺınea helicoidal, también conocida como hélice, es
la trayectoria que resulta al colgar una cadena o cable sujeto en sus
extremos. La helicoide se forma al girar esta curva en tres dimensiones
alrededor de un eje recto.
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Historia

Fue descrita por Euler en 1774 y por Jean Baptiste Meusnier en 1776.

Figura: Meusnier Figura: Euler
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Parametrización

x(u, v) = (v · cos(u), v · sin(u), u)

donde u, v ∈ R, a una constante
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Formas fundamentales

Con la parametrización x(u, v) = (v · cos(u), v · sin(u), u)

xu = (−v · sin(u), v · cos(u), 0)
xv = (cos(u), sin(u), 1)

xuu = (−v · cos(u),−v · sin(u), 0)
xuv = (sin(u),− cos(u), 0)

xvv = (0, 0, 0)
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Primera forma fundamental

E = ⟨xu, xu⟩ = (−v · sin(u))2 + (v · cos(u))2 + 02 = v2

F = ⟨xu, xv ⟩ = (−v · sin(u)) · cos(u) + (v · cos(u)) · sin(u) + 0 · 1 = 0

G = ⟨xv , xv ⟩ = (cos(u))2 + (sin(u))2 + 0 = 1

Por lo tanto, la primera forma fundamental para esta parametrización es:

E = v2

F = 0

G = 1
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n =

(
− sin(u)√
1 + v2

,
cos(u)√
1 + v2

,
−v√
1 + v2

)
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Segunda forma fundamental

e = xuu·n = (−v cos(u),−v sin(u), 0)·
(
− sin(u)√
1 + v2

,
cos(u)√
1 + v2

,
−v√
1 + v2

)
= 0

f = xuv ·n = (− sin(u), cos(u), 0)·
(
− sin(u)√
1 + v2

,
cos(u)√
1 + v2

,
−v√
1 + v2

)
=

−1√
1 + v2

g = xvv · n = (0, 0, 0) ·
(
− sin(u)√
1 + v2

,
cos(u)√
1 + v2

,
−v√
1 + v2

)
= 0

Por lo tanto, la segunda forma fundamental para esta parametrización es:

e = 0

f = − v√
v2 + 1

g = 0
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Parametrización Isotérmica

Recordemos que una parametrización es isotérmica si E = G y F = 0,
donde estas son las primeras formas fundamentales. Además, una función
es armónica si su laplaciano es 0.

Entonces, recordemos que por teorema una superficie es ḿınima si y solo
si las funciones coordenadas x(u, v), y(u, v), z(u, v) son funciones
armónicas, cuando se consideran en parámetros isotérmicos (u, v).

Guillermo Furlan (UVG) Mayo de 2024 20 / 28



uvglo.png

Curvaturas

Recordemos que la curvatura gaussiana y media son:

H =
1

2

eG − 2fF + gE

EG − F 2
, K =

eg − f 2

EG − F 2

y por definición de superficie ḿınima, una superficie es ḿınima si H = 0.
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Catenoide

Nótese que para el catenoide:

1 ∇X (u, v) = −a cos(u) cosh(v) + a cos(u) cosh(v) = 0

2 ∇Y (u, v) = −a sin(u) cosh(v) + a sin(u) cosh(v) = 0

3 ∇Z (u, v) = 0 + 0 = 0

Además, la parametrización propuesta es isotérmica por las primeras
formas fundamentales, entonces el catenoide es una superficie ḿınima.
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Helicoide

Nótese que al tener el helicoide e = 0, g = 0 y F = 0, su curvatura media
es 0, por lo que es una superficie ḿınima.
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Teorema

El catenoide es la única superficie de revolución que es a su vez superficie
ḿınima. (Prueba: Ver ejemplo 5, página 205 de Do Carmo.)

La idea es mostrar que para que una superficie de revolución sea ḿınima,
la base debe ser una catenaria.
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Teorema de clasificación de Meeks y Rosenberg

Una superficie ḿınima simplemente conexa y encrustada propiamente en
R3 es o bien un plano o bien un helicoide.

Este teorema es significativo porque reduce la clasificación de superficies
ḿınimas simplemente conexas y embebidas propiamente a solo dos tipos
de superficies: planos y helicoides. Cualquier otra forma que cumpla las
condiciones del teorema debe ser una de estas dos formas, lo cual es una
restricción poderosa en la teoŕıa de superficies ḿınimas.
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Isometria entre superficies

Sean S1 y S2 dos superficies en R3. Decimos que S1 y S2 son localmente
isométricas si para cada punto p ∈ S1 existe una vecindad U ⊂ S1 de p y
una vecindad V ⊂ S2 de un punto q ∈ S2 y una aplicación diferenciable
f : U → V tal que:
1. f es diferenciable y tiene un inverso diferenciable. 2. La primera forma
fundamental se preserva bajo f , es decir, si I1 y I2 son las primeras formas
fundamentales de S1 y S2 respectivamente, entonces para todos los
vectores tangentes X ,Y en TpS1, tenemos:

I1(X ,Y ) = I2(f∗(X ), f∗(Y )),

donde f∗ denota el diferencial de f .
Teorema: El catenoide y el Helicoide son localmente isometricos
enlace
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1 Pérez de Diego, B. (2019). Minimal surfaces: A study. Recuperado de
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2 Britannica. (s.f.). Catenary. Recuperado de este enlace.
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