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Alfred Enneper

o Alfred Enneper (1830-1885) fue un
matematico aleman conocido por su
trabajo en el drea de las superficies
minimas.

o Estudié el doctorado en la Universidad
de Gottingen bajo la supervisién de
Peter Gustav Lejeune Dirichlet en 1856.

o Enneper desarrollé6 una parametrizacion
especial para las superficies minimas,

conocida como la parametrizacién de . W

Weierstrass-Enneper.

Figura 1: Enter Caption
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Alfred Enneper - Contribuciones mas

importantes

o Junto con Karl Weierstrass, contribuyd
a la creacién de una familia de
parametrizaciones para superficies
minimas. La representacion de
Weierstrass-Enneper es una de las mas
importantes y utilizadas en la teoria de
superficies minimas.

o Enneper también es conocido por el
Teorema de Beltrami-Enneper, que
establece una relacién entre la torsién y
la curvatura de Gauss en curvas
asintéticas de curvatura no nula.

Figura 2: Superficie de
Enneper
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Parametrizacion Weierstrass-Enneper

La parametrizacién de Weierstrass-Enneper se usa para describir superficies
minimas en términos de funciones complejas. Sea f una funcién meromorfa
y g una funcién analitica en el plano complejo, en donde el producto fg2

es holomorfo, entonces la superficie minima correspondiente estd dada por:

¢
xk(C):%{/o gok(z)dz}—i—ck, k=1,2,3

f(1— g2
o = ( 2g)

if(1+ g2
oy = 2g)
p3 = fg
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Parametrizacion Weierstrass-Enneper

A partir de sustituir en esta parametrizacién f(z) = 1, g(z) = z podemos
encontrar una parametrizacién para la superficie de Enneper:

¢
(€)= ére{ | o2 dz} fon k=1,2,3
0

1— 22
901=—( 5 )

i(1+ 22
9022—( 5 )
3 =72

La superficie puede ser generalizada al tomar f(z) =1y g(z) = x"!
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Parametrizacién de R? en R?

La superficie de Enneper se auto-intersecciona en algunas ocaciones, lo
que afiade complejidad a su estructura geométrica. Sin embargo, esta
parametrizacién facilita la graficacién de la superficie de Enneper:

u? 2 V3 2 22
x(u,v):(u—?+uv,v—?+vu,u —v>

Figura 3: Parametrizacién de R? en R?
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Parametrizacion Cartesiana

En coordenadas cartesianas, una superficie minima se puede parametrizar
utilizando funciones de dos variables. En este caso la superficie de Enneper
se puede describir como:

3
xX=a (rcost— gcos3t>

/3
y=a (rsint-l— gsin3t>

z = ar’® cos 2t

Esta representacion explicita es util para visualizar la superficie y entender
su estructura geométrica.
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Relacion entre las parametrizaciones

Las parametrizaciénes pueden relacionarse unas a otras tras hacer las
sustituciones recomendadas en la pagina 6:

. +vi
u—+tvi ) t—t3u
x=%RN (1-t)dt=%
0 0
R u+w,_u3+3u2vi—3uv2—v3i _ u—u—3+uv2
3 3
. —+vi
u-+vi t t3u
y:a%i/ (1+2)de = %i | 2L
0 31
3: 2,2, 2 3 3
=i (wi—v+ UV ST VI v — Py
3 3
u-+tvi

u+vi
z:§R/ 2tdt = R | t :%(u2+2uvi—v2):(u2—v2)
0

0
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Demostracion

Para que la superficie es minima tomaremos el camino probando las
propiedades del siguiente corolario:

Corolario

S C R3? es una superficie minima si y solo si las funciones coordenadas
x(u, v), y(u,v), z(u, v) son funciones arménicas, cuando se consideran en
pardmetros isotérmicos (u, v).

Entonces, a probar:
o Arménica: x,u(u, v) + xw(u,v) =0

o Isotérmico: E=G y F=0
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Obteniendo las derivadas de la
parametrizacién de R? en R? notamos que:
xy = (1= u?+v2, 2uv, 2u)

Xy = (2uv, 1—v2+ u?, —2v)
Xy = (—2u, 2v, 2)
xw = (2v, —2u, —2)

En donde .se observa que x,, es el negativo Figura 4: Superficie de
de x,, y viceversa, por lo que Enneper

Xuu(U, v) + xw(u, v) = 0, y se demuestra

que x(u, v) es arménica.
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Primera forma fundamental

Utilizando la parametrizacién vista de R? en R? podemos obtener:

E=x, x,=(1-0?4+v?)?2+4u>v? + 4147

=1+t v r2u® +2v 4202V = (14 0P + v?)?
G=x-x=1-v+u?)?+4”v? + 4/

=1+u* + v+ 207 +2v2 120202 = (14 v® + v?)?
F=xy-x, =2uv(l — v+ v?) +2uv(l+v? — v?) — 4uv

=2uv(l—t? + v’ +1—-v?+u?—2)=2uv-0=0

Con lo que se demuestra que E=G y F=0 y entonces la parametrizacion es
isotérmica y por lo tanto la superficie de Enneper es minima.
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Curvatura media y gaussiana

En una superficie minima sabemos que la curvatura media debe de ser
cero, entonces:

eG —2fF + gE  2(1+ uv® +v?)2 —2(0)(0) — 2(1 + u? + v?)?

H= =
2(EG — F?) 2((14+ w2+ v2)*—02

=0
También podemos encontrar la curvatura gaussiana, pero primero
debemos encontrar los coeficientes de la segunda forma fundamental:

Xy X Xy 1
n—= =
Ixy X x,| (14 u2+ v?)?

Se=n-xu=2, g=n-x,=-2, f=n-x, =0
Entonces, calculando la curvatura obtenemos:

eg — f2 2(-2) -0 B —4

K= _ _
EC-F (11l + ) —® A+ "
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Tipos de curvas en la superficie

Las dos secciones o curvas de la
superficie de Enneper por sus planos
de simetria son cubicas de
Tschirnhausen. También cumplen la
propiedad de ser geodésicas (curvas
representan las trayectorias mas
cortas entre puntos en la superficie).

Figura 5: Secciones cubicas
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Tedricamente, una superficie de
Enneper puede materializarse
tedricamente al sumergir la linea de
costura de una pelota de tenis en
una solucién jabonosa para obtener
una fina capa de jabédn.

Simulacién de jabén
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Datos Curioso

Sin embargo, en la practica, lograr esta transformacién puede ser
complicado debido a la necesidad de un movimiento brusco preciso.

Figura 7: Simulacién de Jabdn en una superficie de enneper con n=5
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Datos Curiosos

Los Flatworms, también conocidos
como gusanos planos, son una clase
de animales invertebrados que
pertenecen al filo Platyhelminthes.
Estos organismos acuaticos o
terrestres tienen cuerpos aplanados y
simples, sin cavidades corporales. Su
anatomia les permite moverse de
manera eficiente a través del agua o
del suelo, y algunos incluso son
capaces de regenerar partes de su
cuerpo en caso de dafio o
amputacion.

Figura 8: Flatworm (Gusanos Planos)
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https://drive.google.com/file/d/1wZdbtgIE3BNJBg7zKXhJCYvzykV3qujv/view?usp=sharing

Datos Curiosos

Figura 9: Flatworm (Gusanos Planos)

(Universidad del Valle de Guatemala)

Superficie de Enneper

La flexibilidad y curvatura variable de
los Flatworms les permite adaptarse
a su entorno de manera eficaz, lo que
los hace comparables con las
superficies de Enneper en diversos
pardmetros n. Al igual que los
Flatworms pueden ajustar su forma y
curvatura para responder a estimulos
externos, las superficies de Enneper
exhiben diferentes configuraciones
geométricas segln el valor de n.
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i Preguntas?
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