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Variedades Topologicas

Definicion
Un espacio topologico X es Hausdorff si para todo par de puntos p,q € X, p # q existen
vecindades Udepen Xy V deqenX, talesqueUNV = @.

Definicion
Un espacio topolégico X es segundo enumerable, si la topologia de X admite una base
enumerable B.

Definicion
Un espacio topolégico X es localmente Euclideano de dimension n, si todo punto p € X
posee una vecindad U C X homeomorfa a un subconjunto abierto de R".
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Variedades Topologicas

Una superficie S es un espacio localmente euclideano de dimension 2.

Suponga que X es localmente euclideano de dimension n. Si U C X es un subconjunto
abierto, homeomorfo a un abierto V de R", entonces U se llama un dominio coordenado,
y cualquier homeomorfismo ¢ : U — V C R" se llama un mapa coordenado.

Al par (U, ¢) se le llama una carta local de X.
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Variedades Topologicas

Si p € U, diremos en ese caso que U es una vecindad coordenada o vecindad
parametrizada de p.

Definicion
Una variedad topologica n-dimensional X o n-variedad, es un espacio topolégicoa
Hausdorff, segundo enumerable, y localmente euclideano de dimensién n.

Una variedad topologica 2-dimensional.
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Variedades Topologicas

Definicion
Sea X espacio topoldgico. Un atlas topolégico de X es una coleccion A = {(Uy, ©a)}acn
de cartas locales, con las siguientes propiedades:

a) Yo Uy C€TX — V, CR" es un homeomorfismo, Va € A.

b) sia, 8 € Ason tales que W = U, NUg # @, entonces W, = ¢ (W) y Wg = ¢3(W) son
abiertos de R", y vop = pp o @, ' : W, — Wgz es un homeomorfismo entre abiertos
de R".

) X =Uyen Ve
Una definicion alternativa de variedades es la siguiente:
Definicion
Una variedad topolégica n-dimensional es un espacio topologico X unido con un atlas
topologico {(U,, ¢a)} a abiertos en R".
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Variedades Topologicas

R‘R Rﬂ,

Una variedad n-dimensional abstracta, con su atlas topologico.
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Variedades Topologicas

Observaciones:

Todo atlas topologico {U,, ¢} induce sobre X una topologia natural: los abiertos
de X son todas las preimagenes U = ¢ "(V), de abiertos V C R".

Lo anterior induce una topologia 7 en X de forma que los mapas ¢, son todos
homeomorfismos.

Al igual que en el caso de superficies, todo atlas de X siempre esta contenido en un
atlas maximal (basta aplicar el Lema de Zorn al conjunto ordenado de todos los
atlas de X).

Si A= {U,, ¥a}ao €s un atlas maximal de Xy ¢ : R" — R" es homeomorfismo,
entonces ¢ o A = {U,, p 0 9, }o €S también un atlas maximal.

Dos atlas A, y A, de X son compatibles si A, U A, es atlas de X.
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Variedades Topologicas

Proposicion
Sea X variedad, y sea A un atlas para X. Entonces, existe un tnico atlas maximal Apnqx de
X que contiene a A.

Obs! Es com(n también dar la definicion de atlas en sentido opuesto, donde los mapas
X, : Vo CR" — U, C X se denotan al estilo de las parametrizaciones. Esto es
A ={(Uq, X)) }acn, CON
a) X, : U, CR" =V, C X son homeomorfismos.
b) W=v,nVs£2 = W, =x"(W)yW; = x;"(W) son abiertos de R", y
Xog = x; o X, : W, —5 es un homeomorfismo entre abiertos de R".

€) X = UyenXa(Ua).

LOS @aps = w50 9, 0 Xap = x; o X,, son llamados cambios de coordenadas.
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Variedades Diferenciables
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Variedades Diferenciables

Definicion
Sea X espacio topologico. Un atlas diferenciable de X es una coleccion
A = {(Ua, ¥a) tacn de cartas locales, con las siguientes propiedades:
a) Yo Uy C€X —V, CR" es homeomorfismo, Vo € A.
b) sia, 8 € Ason tales que W = U, NUg # @, entonces W, = ¢ (W) y Wg = ¢3(W) son
abiertos de R", y vop = pp o ¢, " : W, — Wg es un difeomorfismo entre abiertos de
R",
€) X=U, ep U
Una definicion alternativa de variedades es la siguiente:
Definicion
Una variedad diferenciable n-dimensional es un espacio topologico X unido con un atlas
diferenciable {(U,, )} a abiertos en R".
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Ejemplo 1: (Graficas de funciones diferenciables). Sea U C R" abierto, y sea f : U — RF
una funcion diferenciable. Recordemos que el grafo de f es

F(f) ={(x,y) eR"xRF: xe U, y = f(x)},

con la topologia de subespacio de R” x RF. Sea m, : R" x Rk — R" la proyeccion sobre el
primer factor m(x,y) = X, y sea ¢ = m \r(f), su restriccion sobre I(f):

<p:F(f)—>R”, @(X?y):Xa para(x,y)er(f).

© es continua, pues es restriccion de una funcion continua 74, ¢ €s un homeomorfismo,
con inversa ¢~ '(x) = (x,f(x)), de modo que (U, ) es una carta local para I'(f) = I'(f) es
una variedad topologica n-dimensional.

f diferenciable = ¢j o ¢ diferenciables, y I'(f) es variedad diferenciable.
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Ejemplo 2: (Esferas S"). Para cada n > 0, la n-esfera unitaria
S"={xeR™ :|x|| =1}

es un espacio Hausdorff y segundo enumerable, al ser subespacio de R"*".

Para mostrar que es localmente euclideano, consideramos los abiertos

UI+ = {(X’H s 7Xn+1) € Rn+1 S X > O}’
Ur {(X‘h e »Xn+1) € Rn+1 : Xi < 0}3

i=12,....,n+1.
Definimos la funcion diferenciable f : D" — R, dada por

fu) = v1—|ulf.
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Observe que U;" N S" es la grafica de la funcion
O 1 Xi=f(Xa, o Ximay Xy ooy Xnga)-
y U7 NS es la grafica de la funcion
i X = —f(Xa, o Xiza, Xigas - Xnga)-

Luego, cada U; NS", U7 NS" es localmente euclideano, y
difeomorfo a D".

Asi, A= {(U NS", ), (UF nS", o )} conforma un e
atlas de 2(n + 1) cartas locales diferenciables para S". ’\\ %
Portanto, S" es una variedad diferenciable b ~;/- _—

n-dimensional.
Cartas para S".
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Ejemplo 3: (Espacios proyectivos RP").
El espacio proyectivo real n-dimensional, denotado por RP" (o simplemente P") se
define como el conjunto de los subespacios lineales 1-dimensionales en R"*", con la

topologia cociente dada por

RH'H— 0
W:i{}—ﬂRPn, CON X ~ AX, VA # 0.

~

A cada punto x € R"™" — {0}, 7(x) = [x] = (x) lo manda al subespacio generado por x (la
recta que pasa por x).

Paracadai=1,2,...,n+1,seaU; c R — {0} el subconjunto abierto

Ui = {(X’I7X27 B 7Xn+1) € Rn+1 - {0}7: Xj # O}a

y sea U; = n(U;) C RP".
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Definimos el mapa y; : U; — R" por

Gi((X) = wi([%1 : X2 = .. 2 xp]) = (%7“.,x;1’x;17.“’x;,:)-
Este mapa esta bien definido pues, si consideramos A\x en lugar de x (\ # 0), entonces
1 A1 AXis M) _
901([)‘)(]) = (%7 ceey ;Xi ) ;\(XJ: P ;XT ) - QO,([X])

(estoes, mod=7 = (pjom) o= pjom).

N4l Lﬂ“; a
oy —— ®&

x ) R 0N

'\ R 52020 )
|

" /
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Como o; o 7 es continua, entonces y; es continua (propiedad caracteristica de los mapas
cociente). De hecho, ¢; es un homeomorfismo, con inversa
71 . . . . . .
@ (UnyUpy oo Up) = [Uy st Ujq 21D Ujgq 5o U]

Geomeétricamente, ;(x) = u, significa que (u,1) es el punto de R"*" donde la recta [x] al
hiperplano x; = 1.

Una carta local para el espacio proyectivo RP".
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Los conjuntos U,,. .., Up4, cubren a todo RP", de forma que A = {(U;, ;) [’:’”11 es un atlas
de n + 1 cartas locales para RP". Esto muestra que RP" es una variedad topologica de
dimension n.

Obs:

* No mostramos aqui que RP" es Hausdorff y segundo enumerable (ejercicio!).

Las transiciones cambios de coordenadas ;o ;' : R" — R" son difeomorfismos
= RP" variedad diferenciable.

RP" es compacta.
(Se puede mostrar que RP" ~ S"/{+1}, identificando puntos antipodas).

® RP" es no-orientable.
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Ejemplo 4: (Productos de variedades).

Sean X, ..., X, variedades topologicas de dimensiones n;, ..., ng, resp. Mostramos que
el espacio producto X = X; x ... x X es una variedad de dimension n, + ... + n,.
® Es Hausdorff y segundo enumerable (ejercicio!, ver apéndice A en el libro de Lee
Smooth Manifolds).

® Verificamos que es localmente euclideana. Dado p = (p1,...,Pr) € X1 X ... X X,
elegimos cartas locales (U;, ¢;) de p; en X;, parai = 1,2, ..., k. El mapa producto

90:‘:01><-~-X<Pk3x1><-..><Xk—>R"1+'--+”k’

dado por <P(P) = (901(p1)7"'7()0h’(pk))7
es un homeomorfismo sobre su imagen, la cual es un producto de abiertos en
Rn1+m+nk.
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Esto muestra que A = {(U; x ... X Ug, 1 X ... X ©r)}; €s un atlas topoldgico para X, y
X =X; X ... x X, es una variedad topologica.

En particular, si X, ..., X, son variedades diferenciables, su producto X = H,’-; X; es
también una variedad diferenciable.

Ejemplo 5: (Toros T").
Para n > 1, definimos el n-toro como el producto

T"=S"xS"x...xS".

n veces

De la discusion anterior, T" es una variedad diferenciable n-dimensional.
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Variedades con Borde

Es intuitivamente evidente (aunque no facil de probar) que una bola cerrada en R" no
es una variedad, porque un punto en su limite no tiene ninguna vecindad abierta.

No obstante, las bolas cerradas y muchos espacios como estos tienen importantes
aplicaciones en la teoria de variedades. Por tanto, es (til considerar una clase de
espacios que es algo mas amplio que la clase de variedades.

Cerca de sus limites, los espacios en esta nueva clase se modelan usando el
semiespacio cerrado superior H" C R"

H" = {(X17X2a---axn) S R": Xp > O}.
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Variedades con Borde

En particular
OH" = {(X1,X2,...,Xn) €ER" : X, = O}

Para n = 0, se tiene que H® = R® = {0} y OH° = @.
Semiplano superior H?.

Definicion

Una variedad n-dimensional con borde es un espacio topologico Hausdorff X, sequndo
enumerable, en el que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de R", o
a un abierto de H".

Una carta local (U, ¢) se llama carta interior, si o(U) es homemorfo a un abierto de R"; y
carta frontera, si ¢(U) es homeomorfo a un abierto de H", tal que ¢(U) N 0H" # 2.
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Variedades con Borde

Un punto p € X se llama punto interior de X si esta en el dominio de alguna carta
interior. Analogamente, p es un punto frontera de X si esta en el dominio de una carta
frontera, que envia p a 9H".

El conjunto de todos los puntos interiores de X se denota por Int X. El conjunto de los
puntos frontera es el borde de X, y se denota por 9X.

Ejemplos de 2-variedades topologicas con borde.
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Mas Ejemplos de Variedades

Mas ejemplos:
® Variedades o-dimensionales.
* Variedades 1-dimensionales (curvas), 2-dimensionales (superficies).
® Espacios euclideanos.
® Otras estructuras diferenciables.
® Espacios vectoriales finito dimensionales.
® Espacios de matrices.
® Subvariedades abiertas.
® GL(n,R), My(m x n,R), L(V, W).
® La Grassmaniana Gg(R") = G(k, n).

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Variedades diferenciables | Alan Reyes-Figueroa Page 22 UVG




	Variedades Topológicas
	Variedades Diferenciables
	Variedades con Borde
	Más Ejemplos de Variedades

