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Teorema Egregium
Observaciones:

• La curvatura media H no es una cantidad intrínseca. Por ejemplo, el plano y el
cilindro son superficies localmente isométricas, pero Hplano = 0, mientras que
Hcilindro = 1

2r .

• Las condiciones de compatibilidad (3.) y (4.) conducen a las ecuaciones de
Mainardi-Codazzi

ev − fu = eΓ1
12 + f (Γ2

12 − Γ1
11)− gΓ2

11,

fv − gu = eΓ1
22 + f (Γ2

22 − Γ1
21)− gΓ2

21.
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Teorema de Bonnet

Teorema (Teorema de Bonnet / Teorema Fundamental de la
Teoría Local de Superficies)
Sea U ⊆ R2 abierto conexo. Dadas funciones diferenciables E, F,G, e, f ,g : U → R, con
E > 0, G > 0, EG − F2 > 0, y que satisfacen las condiciones de compatibilidad (1-4), y
dado un punto q ∈ U.

Entonces existe una vecidad V ⊆ U de q, y una parametrización x : V → R3 tal que E, F,G
y e, f ,g son los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental asociada a x.
Mas aún, si x̃ : U → R3 es otra parametrización con los mismos coeficientes E, F,G, e, f ,g,
entonces existe un movimiento rígido T : R3 → R3 tal que x̃ = T ◦ x.
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Teorema de Bonnet

Esquema de Prueba: Comenzamos con un resultado preliminar

Lema (Existencia y unicidad para EDP’s)
Sean ζ : U ⊆ Rk → Rn, fi : U × Rn → Rn funciones de clase C2 que satisfacen el sistema
de EDPs fij + fiℓ ζ

ℓ
j = fji + fjℓ ζ

ℓ
i, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n. (1)

y dado un punto inicial (x0, ζ0) ∈ U ×Rn, entonces existe una vecindad V ⊆ U de x0 y una
única función ζ : V → Rn solución del problema

∂ζℓ
∂xi

(x) = f (ℓ)i (x, ζ(x)), 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ ℓ ≤ n;
ζ(x0) = ζ0.

(2)
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Teorema de Bonnet

Suponga que las funciones ζ : U ⊆ Rk → Rn, fi : U × Rn → Rn, i = 1, 2, . . . , k satisfacen el
sistema de EDPs

∂ζℓ
∂xi

(x) = f (ℓ)i (x, ζ(x)), 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ ℓ ≤ 3, (3)

donde la ζ y las fi son clase C2. Entonces, estas cumplen las ecuaciones

fij(x, ζ(x)) +
∂fi
∂ζℓ

∂ζℓ

∂xj
= fji +

∂fj

∂ζℓ

∂ζℓ

∂xi
, 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 3. (4)

Escribimos ζ : R2 → R9 la solución que describe el triedro local {xu, xv,N}, esto es
ζ(u, v) = (xu(u, v), xv(u, v),N(u, v)) ∈ R9, con
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Teorema de Bonnet

{
ζu = (xuu, xvu,Nu),
ζv = (xuv, xvv,Nv),

(5)

ecuaciones en términos de los coeficientes Γk
ij, hij y aj

i, y las ecuaciones de
Mainardi-Codazzi como ecuaciones de compatibilidad.

Elegimos como condición inicial el punto q0 = (u0, v0) ∈ U, y
ζ0 = (xu(q0), xv(q0),N(q0)) = (ζ10, ζ20, ζ30), tales que

⟨ζ10, ζ10⟩ = E, ⟨ζ10, ζ20⟩ = F, ⟨ζ20, ζ20⟩ = G,
⟨ζ10, ζ30⟩ = 0, ⟨ζ20, ζ30⟩ = 0, ⟨ζ30, ζ30⟩ = 1,

y
ζ30 =

ζ10 × ζ20
|ζ10 × ζ20|

.
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Teorema de Bonnet

Por el Teorema de existencia y unicidad para EDPs, sabemos que el sistema (5) admite
solución única en una vecindad V ⊆ U de q0.
Denotamos esta solución por ζ .

Consideramos el sistema xu = ζ1, xv = ζ2 y verificamos las ecuaciones de compatibilidad
ζ1v = ζ2u a partir del sistema de EDPs (5). Eligiendo q0 = (u0, v0) como condición inicial,
resolvemos el problema {

xu = ζ1, xv = ζ2,
x(u0, v0) = p0.

(este problema también tiene solución en V debido al teorema de existencia y unicidad
de EDPs).
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Teorema de Bonnet

Luego, verificamos que x es parametrización.

Consideramos ahora el sistema

η1 = ⟨xu, xu⟩ = ζ1, η2 = ⟨xu, xv⟩ = ζ2, η3 = ⟨xv, xv⟩ = ζ3,
η4 = ⟨xu, ζ3⟩, η5 = ⟨xv, ζ3⟩, η6 = ⟨ζ3, ζ3⟩,

con
ηiv = ηjv.

Finalmente, se revisa que E = η1, F = η2 G = η3, 0 = η4, 0 = η5 y 1 = η6 es una solución
del sistema anterior.
Por unicidad de la solución, E, F,G, e, f ,g debe ser los coeficientes de la primera y
segunda forma fundamental de x en todo punto.
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Teorema de Bonnet

Ahora, en caso de existir otra parametrización x̃ : U → R3 que satisface las mismas
condiciones de la hipótesis para x, la prueba de la “unicidad” a menos de movimientos
rígidos es similar a la indicada en el caso de curvas:

• tomamos para el tiempo inicial t0 de la condición inicial, los triedros

ζ(q0) = (xu(q0), xv(q0),N(q0)), ζ̃(q̃0) = (x̃u(q̃0), x̃v(q̃0), Ñ(q̃0)).

• definimos M : R3 → R3 el cambio de base que lleva el triedro ζ(q0) en ζ̃(q̃0), y
definimos la transformación rígida T : R3 → R3 por

T(p) = (ζ̃(q̃0)− ζ(q0)) + M(p).

• Extendemos a todo el dominio U de la solución ζ y mostramos que T preserva los
triedros locales en todo punto.
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Ejemplos
Ejemplo 1: (Cilindro de radio r) Consideramos la parametrización del cilindro
x(u, v) = (r cosu, r sinu, v).
Tenemos xu = (−r sinu, r cosu,0), xv = (0,0, 1) ⇒ E = r2, F = 0, G = 1. Luego

G = (gij) =

(
r2 0
0 1

)
, G−1 = (gij) =

(
1/r2 0

0 1

)
.

Recordemos la ecuación de los símbolos de Christoffel

Γk
ij =

1
2gℓk(∂igjℓ + ∂jgiℓ − ∂ℓgij

)
.

Luego

Γ1
11 = 1

2 g11(∂1g11 + ∂1g11 − ∂1g11
)
+ 1

2 g21(∂1g12 + ∂1g12 − ∂2g11
)

= 1
2 (r

−2) (0 + 0 − 0) + 1
2 (0) (0 + 0 − 0) = 0.
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Ejemplos
De igual forma, Γ2

11, Γ
1
12, Γ

2
12, Γ

1
22, Γ

2
22 son todos 0.
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Ejemplos
Ejemplo 2: (Esfera de radio r) Consideramos la parametrización de la esfera
x(u, v) = (r sin v cosu, r sin v sinu, r cos v).
⇒, xu = (−r sin v sinu, r sin v cosu,0), xv = (r cos v cosu, r cos v sinu,−r sin v)
⇒ E = r2 sin2 v, F = 0, G = r2. Luego

G = (gij) =

(
r2 sin2 v 0

0 r2

)
, G−1 = (gij) =

(
1/r2 sin2 v 0

0 1/r2

)
.

De la ecuación de los símbolos de Christoffel

Γk
ij =

1
2gℓk(∂igjℓ + ∂jgiℓ − ∂ℓgij

)
,

tenemos

Γ1
11 = 1

2 g11(∂1g11 + ∂1g11 − ∂1g11
)
+ 1

2 g21(∂1g12 + ∂1g12 − ∂2g11
)

= 1
2 (g

11) (0 + 0 − 0) + 1
2 (0) (0 + 0 − ∂2g11) = 0.
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Ejemplos

Γ2
11 = 1

2 g12(∂1g11 + ∂1g11 − ∂1g11
)
+ 1

2 g22(∂1g12 + ∂1g12 − ∂2g11
)

= 1
2 (0) (0 + 0 − 0) + 1

2 (g
22) (0 + 0 − ∂2g11) =

1
2r2 (−2r2 sin v cos v) = − sin v cos v.

Γ1
12 = 1

2 g11(∂1g21 + ∂2g11 − ∂1g21
)
+ 1

2 g21(∂1g22 + ∂2g12 − ∂2g12
)

= 1
2 (g

11) (0 + ∂2g11 − 0) + 1
2 (0) (0 + 0 − 0) = 1

2r2 sin2 v (2r2 sin v cos v)
= cos v

sin v .

Γ2
12 = 1

2 g12(∂1g21 + ∂2g11 − ∂1g21
)
+ 1

2 g22(∂1g22 + ∂2g12 − ∂2g12
)

= 1
2 (0) (0 + ∂2g11 − 0) + 1

2 (g
22) (0 + 0 − 0) = 0.
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Ejemplos

Γ1
22 = 1

2 g11(∂2g21 + ∂2g21 − ∂1g22
)
+ 1

2 g21(∂2g22 + ∂2g22 − ∂2g22
)

= 1
2 (g

11) (0 + 0 − 0) + 1
2 (0) (0 + 0 − 0) = 0.

Γ2
22 = 1

2 g12(∂2g21 + ∂2g21 − ∂1g22
)
+ 1

2 g22(∂2g22 + ∂2g22 − ∂2g22
)

= 1
2 (0) (0 + 0 − 0) + 1

2 (g
22) (0 + 0 − 0) = 0.

Calculamos ahora la curvatura de Gauss

K = − 1
g11

(
Γ2

12,1 − Γ2
11,2 + Γ1

12Γ
2
11 + Γ2

12Γ
2
21 − Γ1

11Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22
)
= − 1

g11

(
Γ1

12Γ
2
11 − ∂2Γ

2
11
)

= − 1
r2 sin2 v

(
cos v
sin v (− sin v cos v) + cos2 v − sin2 v

)
= − 1

r2 sin2 v (− sin2 v)
= 1

r2 .
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Ejemplos
Ejemplo 3: (Superficies de revolución)
Consideramos la parametrización

x(u, v) =
(
f (v) cosu, f (v) sinu,g(v)

)
, f (v) > 0.

Mostrar que

• Γ1
11 = 0,

• Γ2
11 = − ff ′

(f ′)2 + (g′)2 ,

• Γ1
12 =

f ′
f ,

• Γ2
12 = 0,

• Γ1
22 = 0,

• Γ2
22 =

f ′f ′′ − g′g′′

(f ′)2 + (g′)2 .
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