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Curvaturas en superficies

En el aula anterior introdujimos la aplicacion normal de Gauss

Xu(q) x Xv(q) -1
=—————"L  conq=x ,
)= (@) xmfg ©M9=X P
y la segunda forma fundamental
llp(v) = —(DN(p) - v,Vv), V€ T,S.
Vimos que la segunda forma fundamental, de alguna manera codifica la informacion de
la curvatura de la superficie S en el punto p:

Existe una base ortonormal {e,,e,} de TS, en donde la segunda forma fundamental se

escribe como
”p _ —KR1 (o]
(0] —K2

donde 4, K, y {€,,€,} son las curvaturas y direcciones principales en p.
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Curvaturas en superficies

En particular, recordemos que toda forma cuadratica (o mas bien, toda aplicacion lineal
T : R? — R?) tiene dos invariantes importantes: su determinante y su traza.

Definicion
Sea S C R3 superficie regular, p € S. Sean k. Y k, las curvaturas principales de S en p.
Definimos la curvatura media de S en p como

H = J(k1 + K2) = —3 tr DN(p).

Definimos la curvatura de Gauss de S en p como

K= RqKRy = det DN(p)
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Curvaturas en superficies

Obs!
® Las curvaturas Hy K determinan completamente la informacion de la curvatura.

Esto es porque la traza y el determinante determinan automaticamente los autovalores
de una matriz 2 x 2: los autovalores )\, y A, satisfacen

2H:t|'7—:)\1‘|—)\27 K:detT:)\1)\2
En este caso, las curvaturas principales «, y x, son las raices del polinomio

x*> — (tr DN(p))x + det DN(p) = x> — 2Hx + K = 0.
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Curvaturas

Definicion
Sea S C R3 una superficie regular. Un punto p € S se llama
* eliptico, si K(p) > o;
* hiperbdlico, si K(p) < o;
* parabolico, si K(p) = o, pero DN(p) # ©O;
® planar, si DN(p) = o.

Definicion
Un punto p € S tal que x+(p) = x.(p) se llama un punto umbilico.

Obs!: Si todos los puntos de una superficie S son umbilicos, entonces S esta contenida
en un plano o una esfera.
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Curvaturas

hiperbolico eliptico

parabolico
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Curvaturas

Ejemplos:
® Todo punto de una esfera es eliptico.
® El origen de la superficie x> — y? = z es hiperbolico.
® Todo punto del cilindro S* x R es paraboélico.
® en la superficie z = x* + y*, el origen es planar.

Ejercicio para pensar:
;En el toro, cuales puntos son elipticos? ;Cuales son hiperbdlicos? ;Hay puntos
parabélicos? ;Y planares?
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Curvaturas

/ I elliptic points
] hyperbolic points
(I parabolic points

Clasificacion de la curvatura en puntos del toro T2.
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Curvaturas

Definicion
Sea S C R3 superficie regular, p € S. Una direccion asintotica de S en p es una direccion
v € TpS para la cual la curvatura normal k(v) = o.

Una curva asintética de S es una curva regular conexa «o(t) C S, tal que para cada punto
p = «(t), el vector tangente o’(t) es una direccién asintotica.

Definicion
Una curva principal de S es una curva regular conexa a(t) C S, tal que para cada punto
p = a(t), el vector tangente /(t) es una direccion principal.
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Curvaturas

AR

Direcciones asintoticas en un punto hiperbolico de S.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Curvaturas | Alan Reyes-Figueroa Page 9 UVG




Curvaturas

Otros ejemplos de direcciones asintoticas y puntos parabolicos.
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La indicatriz de Dupin

Definicion
Sea p € S. La indicatriz de Dupin de S en p es el conjunto de vectores v en TpS tales que

Tomemos w € T,SwW # 0,y sea v = .. Entonces, w = pv, donde v = cos pe, + sin pe,.

= Tw[*

Luego, la formula de Euler nos da

+1 = llp(W) = p?llp(V) = K1p? cos® o + kap? sin® o = ka&? + K2 (2,
donde £ = pcosp, ( = psinpy W = e, + (e,.
En el sistema coordenado (&, ¢) la indicatriz de Dupin se resume a

K1£2 + l‘fzgz = +1.
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La indicatriz de Dupin

synclastlc

antn:lastlc

monaoclastic
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La indicatriz de Dupin

Importante!
Sabemos que localmente, toda superficie regular se comporta como la grafica de alguna

funcion z = f(x,y) = g(&, ¢).

En las coordenadas (&, ¢), la indicatriz de Dupin nos da el comportamiento local de esta
superfice, en una vecindad del punto p € S como origen.

De aqui la idea de una triada de comportamientos: eliptico, parabolico o hiperbalico.
Pregunta: ;Pueden dar ejemplos de superficies con curvatura gaussiana K > 0, K = 0,

K <o?
.Y de curvatura mediaH >0,H=10,H < 0?
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0, (c)K > o.

Algunas superficies con curvatura gaussiana: (a) K < o, (b) K
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Superficies de curvatura constante

Pregunta: ;Existen superficies de curvatura gaussiana K constante? ;Y de curvatura
media H constante?

La pseudo-esfera (o tractroide) tiene curvatura constante K = —1.
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Una superficie de curvatura media constante H < 0.
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Superficies de curvatura constante
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Ejemplos de superficies con curvatura gaussiana K = 0.
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Superficies de curvatura constante

Ejemplos de superficies con curvatura gaussiana K > 0.
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Superficies de curvatura constante

Ejemplos de superficies con curvatura gaussiana K < 0.
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Superficies de curvatura constante

Ejemplos de superficies con curvatura media constante H: (a) la esfera, (b) el cilindro, (c)
el unduloide.
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Coordenadas locales

Definicion
Sea S C R3 supefrficie reqular orientable, y x : U C R? — V NS una parametrizacion, con
mapa de Gauss N(p) : U — S2.

i) Para cada p € U, DN(p) : TpS — T,S es un isomorfismo lineal.
El mapa L = —DN se llama el mapa de Weingarten u operador de forma de x.

ii) L es independiente de la parametrizacién x (a menos de cambio de orientacién del
campo normal unitario N), y es un operador autoadjunto con respecto a la primera
forma fundamental Ip.
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Coordenadas locales

Prueba:

(i) Se sigue simplemente de la relacion o = C%(N, N) = 2(8%N, N). Por tanto, ambos
vectores Ny, N, son ortogonales a N. Que el mapa DN(p) es un isomorfismo lineal se
sigue del hecho que Dx tiene rango maximo.

Para mostrar (i), sea X = X o ¢, de modo que la normal correspondiente esN = +No ¢y

L=-DNoDX "= (£DNoDy)o (Dp "' oDX ') = +DNo DX " = +L.

La propiedad de que L es autoadjunta se ve mas facilmente en la base {x,,x,}, donde
tenemos que Lx, = —N, y Lx, = —N,:

<LXU,‘7XU;> = _<NU,‘7XU,'> = _ai[,,i<N’xU;> + <N7inU,‘>'

Esta Gltima expresion es simétricaenivyj.
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Coordenadas locales

Definicion

Sea S C R3 supefrficie reqular orientable, y x : U C R?> — V NS parametrizacion. Sea N el
campo normal axy L el mapa de Weingarten.

La tercera forma fundamental de S en p se define como

lp(v) = Ip(DN(p) - v) = (DN(p) - v, DN(P) - V)p = (D*N(p) - V,V)p.

e lly y Ill, son formas bilineales en T,S, Vp € S.

Proposicion
Vale la siguiente relacion entre las primeras tres formas fundamentales Ip, Ilp, Illp:

Il — tr(L) Iy + det(L) Ip = 0.
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