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Orientabilidad

Recordemos el efecto del signo del determinante en R":

det Df(p) <0

—~ Df(p)-v

u

Efecto del determinante en R2: (a) preserva la orientacion, (b) invierte la orientacion.

Definicion

Sea S C R3 superficie regular. Dos parametrizaciones X, : U, C R? — V, NS
yX,: U, CR?2 — V,NSen lasuperficie S son coherentes cuando
W=V,NnV,NS=g,ocuando W=V,NV,NS # @y la matriz jacobiana

satisface
Isf det D(X;" o X,)(q) > 0, Vg € X (W).
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Orientabilidad

Obs! Como det D(x; " o X;)(q) es una funcion continua en q (;por qué?)
entonces su signo queda completamente determinado en cada
componente conexa de x;'(W).

Luego, todo cambio de coordenadas, o es coherente en todos sus puntos,
o no lo es en ninguno.

Definicion
Un atlas A de clase C* en una superficie S C R3 es una coleccion de
parametrizaciones o cartas locales A = {(x;, U;)};, con
X;: Ui CR?2 — V;NS, tales que
e S=J;V, esto es, los V; = x(U;) cubren a todos S.
* las parametrizaciones x; son todas de clase C*.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Orientabilidad | Alan Reyes-Figueroa Page 2 UVG




Orientabilidad

Definicion
Un atlas A de S se [lama coherente cuando cualesquiera dos
parametrizaciones (x;, U;), (x;, U;) € A son coherentes.

Un atlas coherente de clase C* para S es maximal si no esta contenido en
otro atlas coherente maximal de clase C para S.
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Orientabilidad

Obs! Por el Lema de Zorn, todo atlas coherente dee S esta contenido en
un atlas coherente maximal.

Teorema (Lema de Zorn)
Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda cadena
ascendente tiene cota superior, contiene un elemento maximal.

En este caso, si Ao = {(x;, U;)}; es un atlas coherente de S, podemos hacer el siguiente
mecanismo:
Consideremos una carta local adicional (x, U). Si (x, U) es coherente con todas las cartas
locales de Ay, la agregamos: A, = A, U {(X, U)}. Podemos continuar este mecanismo
indefinidamente, para formar una cadena creciente de atlases

A C A C A C...

(o hasta que ya no podamos agregar mas cartas coherentes). Del lema de Zorn, esta
cadena tiene una cota superior A, el cual debe ser un atlas coherente maximal.
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Superficies orientables

Definicion
Unsa superficie S C R3 es orientable cuando existe al menos un atlas
coherente de clase C* en S.

En este caso, existe también un atlas coherente maximal A, llamado una
orientacion para S.

Una superficie orientada es una superficie orientable en la cual se hizo
una eleccion de una orientacion A.
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Superficies orientables

Un atlas coherente preserva la misma orientacion en todos los TpS.
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Superficies orientables

Si A es una orientacion paraSyx: U CR? - VNSesuna
parametrizacion, entonces la aplicacion N : VN S — R3 dada por

B B xu(q) X xv(q)
n=N(p)= |1%u(q) x %,(q)||’

define un vector normal unitario sobre VN S. En particular, N(p) € T,S* y
IN(P)[| = 1.

conq=x"'(p),
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Superficies orientables

Cuando consideramos a todo el conjunto de vectores N(p), conp € VNS,

obtenemos un campo de vectores normales, o un campo normal unitario
avns.

Campo normal a la superficie S.
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