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4. Graficas de funciones
Seaf : U C R? — R una funcion diferenciable. Consideramos la parametrizacion
X : U — R3 dada por

x(“ﬂ V) = (U, Vuf(uv V))
Claramente, x es diferenciable ya que f es diferenciable. La imagen de x es el grafo
Gr={(x.y,2) eR*: (x,y) € U, z=f(x,y)}.

Observe que x es una funcion biyectiva, y con inversa x~'(x,y,z) = (x,y) igual a la
restriccion de la proyeccion m,(X,y,z) = (x,y) al abierto U, de modo que x~' también es
continua, y portanto un homeomoerfismo.
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Ademas, la derivada de x esta dada por

1 o
Dx(u,v) = (o] 1
9 9
() Fuv)

Esta es inyectiva, ya que el menor gga =1.
Esto muestra que toda grafica de una funcion diferenciable, en un dominio abierto
U C R? es una superficie regular.

Obs! Graficas de funciones del tipo (x, g(x,z),z) 6 (h(y,z),y,z) también son superficies
regulares.

La reciproca del ejemlo anterior también vale cuando es analizada desde el punto de
vista local.
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Necesitamos el siguiente resultado de analisis:

Teorema (Teorema de la Funcion Inversa)

Sea F: U C R™ — R™ una aplicacién diferenciable. Si la derivada DF(p) : R™ — R™ es un
isomorfismo lineal (esto es, det DF(p) # 0) para p € U, entonces existen vecindades
VCUdepyW C R™deq = F(p), tales que la restriccion

Fl,:V—=FV)=Ww

es un difeomorfismo (i.e. F]v y F~'|,. son ambas diferenciables).

w
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Proposicion (Superficies regulares son localmente graficas)

Sea S C R3 una superficie regular. Para todo punto p € S, existe una vecindad V C R3 de
p tal que VN S es la grafica de alguna funcion diferenciable, sobre alguno de los planos
coordenados xy, xz 6 yz.

Prueba:

Dado p € S, como S es superficie regular, existe una vecindad V C R3 de py una
parametrizacion localx: U C R? — VNS.

Sea q € U tal que x(q) = p y consideremos el mapa

x(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)).
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Sabemos que la matriz jacobiana de x

(@) 52(aq)

es inyectiva y de rango 2. Asi, al menos uno de los determinantes menores

oxy) 02 0.2
A(u,v)” d(u,v)’ 9(u,v)

no se anula en el punto q.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que gg{g (q) # o.
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Si 7 : R3 — RR? es la proyeccion 7(x,y,z) = (x,y), entonces la composicion
moX:UCR? — n(VNS) C R es diferenciable (pues es composicion de mapas
diferenciables), y su derivada es

(@) 2%(q) ox ox
oeenia-omona- (3 3 9) () ) - (59 §io)
2@ 5 e

En particular, det D(w o X)(q) # 0, de modo que D(r o x)(q) es un isomorfismo lineal.

Por el Teorema de la Funcion Inversa, existen vecindades W, C Udeqy W, C n(VNS) de
p tales que
(mw oX)|W1 W, = W, es un difeomorfismo.
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En particular, (7 o x)(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), y la funcion inversa es
= (7 ox)m1 - W, — W, es diferenciable.
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Definamos la funcion f : W, — R por f(x,y) = z(v(x,y)).

f es diferenciable, por ser composicion de mapas diferenciables. Ademas,
x(Wy) = {(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) € R®: (u,v) € W,}.
Por otro lado,
G = {(xy,2) eR3: z=f(x,y), (X,y) = (moX)(u,v) € W,, (u,v) € W,}
= {(x,y,2) e R®: x=x(u,v), y =y(u,v), z=2z((x,y)) = z(u,v), (u,v) € Wy}
= {(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) € R®: (u,v) € Wy}
= x(W,).

Portanto, VNS O W, = x(W,) es el grafo de la funcion f.
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Superficies de revolucion

5. Superficies de revolucion:

Sea C : [a,b] — R? una curva regular plana inyectiva, y
sea L un eje en el plano que no corta a la curva C, (e.g.
xz el plano de Cy Oz el eje).

Sea S el subconjunto de R3 obtenido al girar la curva C
en torno del eje Oz.

Seax =f(v),z=g(v),cona <v<buna
parametrizacion de la curva C, con f(v) > 0;y
denotemos por u el angulo de rotacion en torno del
eje Oz.

v
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Superficies de revolucion

La aplicacion
X(u,v) = (f(v)cosu,f(v)sinu,g(v)),
definida en el abierto U = (0,27) x (a,b) C R? proporciona una parametrizacion para S:
* x es diferenciable (desde que f y g son diferenciables).

® Como (f(v),g(v)) parametriza C, dados zy r> = x> + y> = (f(v))? entonces z = g(v) y
r = f(v), estan Gnicamente determinados, =,x = rcosu, y = rsinu también = x es
inyectiva y continua.

® Para mostrar que x~" es continua en funcion de (x,y, z), tome u # 7. Como f(v) # 0,

entonces v=CT(f(v),g(v)) = C(V/x + 2, 2),

es la parametrizacion inversa de C, la cual es continua.
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Superficies de revolucion

* (aqui se esta usando el hecho que toda funcion continua e inyectiva definida en un
compacto tiene inversa continua).

® Por otro lado,

tanyzsingzzsingcosgz sinu_ y/flv) y
2 cos¥ 2cos? 4 1+cosu 1+ x/f(v) x+/x2+y2

para u # 7. En ese caso,

# U#’]T
XV

U = 2arctan

. y
Encasou € (m — e, m+ €), se tiene u = 2 arctan ——————.
(r—emte) X=Xty
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Superficies de revolucion

® Asi, x es un homeomorfismo.

® Finalmente, —f(v)sinu f'(v)cosu
Dx(u,v) = (f(c) cosu  f'(v)sin u)
o g'(v)
Tenemos los determinantes menores
gy = FWF), G = f(Vg Wsinu. G2~ Fv)g () cosu.

Como C es una curva regular, entonces C'(v) = (f'(v),g’(v)) # 0 = Dx(q) es
inyectiva.

Esto muestra que S, la superficie de revolucion, es una superficie regular.
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Ejemplo: La esfera $2.

e A
Consideremos la curva C : [ — =, 2] — R? dada por <= J -
1B
C(v) = (rsinv,rcosv), ve (=3,%), r>o. :\\\
La curva es regular e inyectiva. Siguiendo el proceso \
descrito anteriormente, podemos girar la curva C en

torno al eje Oz y construir una superficie de revolucion ,
dada por

X(u,v) = (rcosusinv, rsinusinv, rcosv),
ue(o,2m),ve(-%,%)
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Ejemplos

Obtenemos la tipica parametrizacion en coordenadas esféricas.

05

PR

- 05

Meridianos = curvas idénticas a C al variar el parametro u.
Paralelos = circulos que se obtienen al fijar el parametro v.
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Ejemplo: El toro bidimensional T2.

Z A Consideramos la curva C : [0,27] — R? dada por
C(v) = (R,0) + (rcosv,rsinv), v e (0,27),

7 R>r>o.
La curva es regular e inyectiva. Construimos la
superficie de revolucion girando C en torno al eje Oz y
obtenemos la parametrizacion

x(u,v) = ((R+rcosv)cosu, (R+ rcosv)sinu,rsinv),

u,v e (0,2m).

UNIVERSIDAD
DEL VALLE

DE GUATEMALA

Superficies | Alan Reyes-Figueroa Page 15 UVG




Esta es la parametrizacion usual del toro bidimensional.

el 72N

a\

Observe que, topologicamente, el toro es homeomorfoa T ~ S' x S'.
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