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Curvas planas

Teorema (Teorema Fundamental de la teoria local de curvas

planas)

Sea ko : | C R — R una funcién diferenciable, definida en un intervalo abierto | de R.
Entonces, existe una curva plana o : | — R?, parametrizada por longitud de arco, tal que
ka(S) = Ko(S), Vs € I, donde k,, es la curvatura de a.

Mas aln, si 3 : | — R? es otra curva plana, parametrizada por longitud de arco, con
k5(S) = Ko(S), Vs, entonces existe un movimiento rigido M : R? — R? tal que 3 = Mo a.
(Esto es, la curva es (inica a menos de transformaciones rigidas.)
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Curvas planas

Prueba:

Definimos una funcion # : | — R por fsso ko(u)du, con sg € 1.

Entonces, @ es diferenciable, y corresponde (a menos de una constante) al angulo que
forma el tangente t(s) con el eje Ox.

Si definimos

afs) = (/: cosa(u)du,/:sino(u)du), So € .

Luego t(s) = &/(s) = (cosb(s),sin 6(s)), tenemos que |&/(s)| = 1, Vs. Luego, « es una curva
parametrizada por longitud de arco.
Su referencial de Frenet es

o -1

t(s) = (cos9(s),sin6(s)), n(s) = (1 o ) t = (—sin6(s), cos 6(s)).
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Curvas planas

Por otro lado, t'(s) = (—6'(s) sin 8(s), 6'(S) cos (S)),
y por definicion de curvatura, tenemos

Ka(s) = (t'(s),n(s)) = 0'(s) = ro(s),
como queriamos.

Ahora suponga que 3 : | — R? es otra curvar regular plana, parametrizada por longitud
de arco con kg(s) = ko(S), Vs.
Fijamos s, € I. Como los referenciales de Frenet de a'y 8 en so, {t.(So),Nu(So)} ¥
{t3(S0), ns(So0)}, forman bases ortonormales de R?, existe una Unica matriz ortogonal
A € 0(2) tal que

At,(S0) = t5(S0), An,(So) = ngs(So).
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Curvas planas

Sea Vv = f3(So) —Aa(So) € R?y considere M : R? — R? el movimiento rigido M(Xx) = AX + v.
Mostramos que la curva v = M o o coincide con g:

v(So) = Aa(So) +V=p5(So),
t,(so) = Ata(So) = ts(So),

o —1 o —1
mso) = (5 )= (5 ) titse) = mitso)
Pero, de lo visto anteriormente,

Ky (S) = Ka(S) = Ko(S), Vsel.
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Curvas planas

Si definimos f : I — R por
f(s) = 3[1ts(s) — t,(s)I” + Ina(s) — ny(s)],
entonces f(s,) = 0 con
f'(s) = (ts(s) — t)(s), ta(s) — t,(s)) + (m(s) — M (s), Ma(s) — N, (s)).

De las ecuaciones de Frenet, y el hecho que k3 = k, = ko, tenemos que f'(s) =0, Vs € I.
Luego f = o0 se anula en todo punto y entonces

ts(s) —t,(s)=o0, Vsel,

= B(s) — v(s) = constante. Pero, 5(So) = 7(So) = B(s) = v(S), Vs.
Esto muestraque f =y =Moa.
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Curvas en R3

Un recordatorio...

Teorema (T. Fundamental de las EDO / Teorema de Picard)
Seax, € R". Dadax: 1= (a,b) — R"unacurvaenR"yf:R" x I - R" una funcién
continua, y to € |

Entonces existe ¢ > 0 tal que | = (to — ¢,to + €) C I, y existe una funcion diferenciable

: ] — R" tales que
7 9 #(t) = F((),1), Vte)
(p(to) = Xo.
Si, ademas, f es uniformemente Lipschitz continua en I (i.e. la constante Lipschitz es

independiente de t) y es continua en t, tal funcién ¢ es tnica.
En otras palabras, existe una (inica solucién del problema de valor inicial

X' =f(x(t),t), X(to) = Xo.
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Curvas en R3

Teorema (Teorema Fundamental de la teoria local de curvas en
R3)
Sea ko, 7o : | C R — R funciones diferenciables, definidas en un intervalo abierto | de R,

con ko > 0. Entonces, existe una curva o : | — R3, parametrizada por longitud de arco,
tal que k4 (S) = Ko(S), Ta(S) = 7o(S), Vs € I, donde k., y 7, son la curvatura y torsion de .

Mas aln, si 8 : 1 — R3 es otra curva parametrizada por longitud de arco, con

k5(S) = Ko(S) ¥ T5(S) = T0(S), Vs, entonces existe un movimiento rigido M : R3 — R3 tal
que B =Moa.

(Esto es, la curva es (inica a menos de transformaciones rigidas.)

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Teorema fundamental | Alan Reyes-Figueroa Page 7 UVG




Curvas en R3

Prueba: Las ecuaciones de Frenet

t'(s) o] ko(S)l5 o] t(s)

n(s) | = | —ko(S)h o] —710(8)l5 nis) |, vsel

b'(s) o] 7o(S)I3 o] b(s)
——— N——

X'(s) X(s)

Definen un sistema de EDO en R°. Tomamos X, = (%o, No, by) € R? de modo que los
vectores {to, no, b} formen una base ortonormal positiva de R3.

Sea ¢ : | — R? la solucion de este sistema, con condicion inicial o(so) = X, (esta
solucion existe por el T. Fundamental de las EDO).
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Curvas en R3

Para ¢ = (fi,...,fy) entonces, si definimos

t(s) = (fi.fo. £3), n(s) = (fa.f5.f6), b(s) = (f7.fs,f5), Vs,

obtenemos
t'(s) = ro(s)N(s),
n'(s) = —ro(S)(s) — 7o(s)b(s),
b'(s) = o(s)n(s).

Sea M la matriz cuyas entradas son los productos escalares de t, n, b:

t(s)-t(s) t(s)-n(s) t(s)-b(s)
M(s) = (n(s)-t(s) n(s) - n(s) n(s)~b(s)).

b(s)-t(s) b(s)-n(s) b(s)-b(s)
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Curvas en R3

De lo anterior, es posible mostrar que
M'(s) = A(s)M(s) — M(S)A(S).

En detalle, obtenemos el sistema de EDO

(t(s),4(s))" = 26(s)(t(s),n(s),)

(n(s),n(s))’ = —2r(s)(n(s), t(s)) —27(s)(n(s), b(s))

(b(s),b(s))" = 27(s)(b(s),b(s)),

(t(s),n(s))" = r(s)(n(s),n(s)) — k(s)(t(s), t(s)) — 7(s)(t(s), b(s))
(t(s),b(s))" = k(s)(n(s),b(s)) + 7(s)(t(s), n(s)),

(n(s),b(s))" = —r(s)t(s), b(s)) — 7(s)(b(s), b(s)) + 7(s)(n(s), n(s))-
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Curvas en R3

donde o] Ko(S) (o]
A(s)=| —ko(S) O  —70(9)
o] 70(S) o]

Mas aln, M satisface la condicion inicial M(s,) = I5. Sin embargo, la funcion constante
I5(s) = I; también satisface dicha condicion. Por la unicidad de soluciones, M =I5,y
entonces {t(s),n(s),b(s)} es una base ortonormal de R3, Vs € |.

Como consecuencia, det[t(s), n(s), b(s)] = +1. Pero, como det[t(s,), n(So), b(so)] = 1, por

continuidad de la solucion M(s), se tiene que {t(s),n(s),b(s)} es una base con
orientacion positiva, Vs € I.

S
Finalmente, definimos o : | — R3 por a(s) = / t(u)du, Vs e l.
So

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Teorema fundamental | Alan Reyes-Figueroa Page 11 UVG




Curvas en R3

Entonces, a es diferenciable y o/(s) = t(s). Luego, |a/(s)| = 1, Vs, de modo que « es una
curva parametrizada por longitud de arco.

Ademas, t'(s) = ro(S)N(S), Y ka(S) = |t'(S)| = Ko(S). Finalmente, como b’(s) = 7o(s)n(s),
se tiene 7,(s) = |b'(S)| = 70(S)-

Unicidad. La prueba es analoga al caso de curvas planas.

Ahora suponga que 3 : | — R3 es otra curvar regular, parametrizada por longitud de arco
con k3(S) = ko(S), 78(S) = 70(S), Vs.

Fijamos s, € I. Como los referenciales de Frenet de a'y 3 en So, {t.(S0), N0 (So), ba(S0)} Y
{t3(S0), Ns(So0), bs(S0)}, forman bases ortonormales de R3, existe una Unica matriz
ortogonal A € O(3) tal que

At (s0) =t3(S0), An,(So) = Ng(So), Abu(So) = bs(So).
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Curvas en R3

Sea Vv = f3(So) —Aa(So) € R3y considere M : R3 — R3 el movimiento rigido M(X) = AX + v.

Mostramos que la curva v = Mo o coincide con f3:

V(So) = Aa(so) +V = 5(so),
t,(S0) = Ata(So) =1ts(so),
n,(So) = Ana(So) =ns(So),
b,(so) = Aba(So) = bg(so).

Luego, k(S) = ka(S) = Ko(S), Vsel
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Curvas en R3

Si definimos f : I — R por
f(s) = 3lIts(s) — £, (s)* + Ins(s) — ny(s)]* + [bs(s) — by (s)/"],
entonces f(s,) = 0 con
fi(s) = (t —t,ty —t,) + (s — ) ,ng —n,) + (b — b by —b.).

De las ecuaciones de Frenet, y el hecho que kg = ky = ko ¥ T3 = T, = To, tenemos que
f'(s) =0,Vs € l. Luego f = 0 se anula en todo punto y entonces

ts(s) —t,(s)=o0, Vsel,

= B(s) — v(s) = constante. Pero, 5(So) = 7(So) = B(S) = v(S), Vs.
Esto muestraque f =y =Moa.
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El caso general en R"

Comentarios sobre el caso de curvas en R".
De las ecuaciones de Frenet en R"

, (o} K o (o} e (0}
€ . €,
e; —K1 (0] 2% (0] . . e,
(6] —ky O K (0]
= 3 , V.
: (o} o t. ‘. Kn—2 (0} :
e . . en_4
2/ ! : w0 —Rpo2 Kn—1 gn
Hﬂ—/ (0] N (0] (0] —Rn=—1 (0] ———
F(s) F(s)
K(s)
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El caso general en R"

Nuevamente define un sistema de EDO F’(S) = K(s)F(s). Dada una condicion inicial
F(So) = [€1(So), - - -, @n(So)], este problema tiene solucion unica, definida para todo s € I.

Las ecuaciones de Frenet, F'(s) = K(s)F(s) implican

(FFTY = FF +F(F"Y = FF + F(F)" = KFF" + F(KF)" = KFF" + FFTK"
= KFFT — FF'K,

o0 equivalentemente M’ = KM — MK, para M = FF'.

Esta ecuacion, vista como una EDO en la variable FFT, y dada una condicion inicial, tiene
solucion Gnica F(so)(F(so))" = In, constante. Por unicidad, esto implica que FF™ = I, Vs.
Luego, F(s) € O(n), Vs es una matriz ortogonal, y por la continuidad, se muestra que

det F(s) = 1, de modo que F(s) siempre consiste de una base ortonormal con orientacion
positiva, Vs.
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El caso general en R"

Como la matriz F(s) determina un vector unitario e,(s), se define

a(s) = /s e.(u) du.

So

De ahi |a/(s)| = |e,(s)| = 1y « es una curva parametrizada por longitud de arco. De la
relacion e; = x,e,, kK, > 0, e, coincide con el segundo vector de Frenet (e,)q, Y
analogamente para el resto de los e;.

Asi, F(s) representa al referencial de Frenet de la curva « en cada punto s. Similarmente,
las x; coinciden con las curvaturas de Frenet de a en s.

Por Gltimo, la unicidad se prueba de forma idéntica a los casos en dimension menor.
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