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Introduccion



Historia y parametrizaciones



storia de las superficies de Scherk 1 y Scherk 2

e Las superficies de Scherk llevan el nombre de Heinrich Scherk,
nacido el 27 de octubre de 1798 en Posen, Prusia (ahora Poznan,
Polonia), y fallecido el 4 de octubre de 18851,

e Describié las dos superficies minimas completas incrustadas, la
primera superficie de Scherk y la segunda superficie de Scherk, en
18342

!Fuente: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Scherk/

?Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/Scherk_surface
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toria de las superficies de Scherk 1 y Scherk 2

e La primera superficie de Scherk es asintética a dos familias infinitas
de planos paralelos, ortogonales entre si. Estos planos se encuentran
cerca de z = 0 en un patrén de tablero de ajedrez de arcos de

puente3.

3Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/Scherk_surface
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Scherk 1

e Para un ndmero natural n, encontar una superficien minima X,

definida en
i (~ZA5) x (-Z.40) o R
U272 272
tal que
lfm (x,y) = +n para D ex<+Z
| Unp( X = r - = X —
yosEmj2 Y P 2 2
Ii (x,¥) Teay<+2
im up(x,y) = —n paras — — =
x—+x7/2 Y P 2 Y 2
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Scherk 1

i Qué pasa si n tiende a infinito?
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Scherk 1

La respuesta la dio Scherk in 1834: la superficie cuando n tiene al infinito
es X definida como:

-(fI +E)><<fz +E>%R
T 2' "2 ’

o) = o (20

cos(y)

La superficie de Scherk 1 sobre el cuadrado

5 {(X,y,log (gy;)) BT <xy< +g}
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Scherk 1
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Figura 1: Grid en el que se define
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Figura 2: x(u, v)
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Scherk 1 (el de verdad)

CHi ¢(+1
C_I-7arg<_17

log

241
x(u,v) = (arg 221_1‘) ,

C#£1,¢ # £i
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storia de las superficies de Scherk 1 y Scherk 2

e La segunda superficie de Scherk se parece globalmente a dos planos
ortogonales cuya interseccién consta de una secuencia de tineles en

direcciones alternas®.

e Tiene la ecuacién implicita sin(z) — sinh(x) sinh(y) = 0 y puede ser
parametrizada como
x(r,0) = 2R(n(1 + re) — In(1 — re”)) = In (L5a3resss),

. — H 2— 1
y(r.0) = R(4itan—(rel?)) = Lrr=2rsnf,

z(r,0) = R(2i(— In(1—r?e??)+In(1+r?e??)) = 2tan~! (mzfiL”M)

4Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/Scherk_surface
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Scherk 2

. . . 1+r2+2r cos 0 1+r272r sin O —1 ( 2r%sin26
Figura 3: X(LI, V) - (ln (1+r272rcos0) ? 1+r242rsin 67 2tan r4 )
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storia de las superficies de Scherk 1 y Scherk 2

e En 2006, Harold Rosenberg y Pascal Collin utilizaron superficies
hiperbdlicas de Scherk para construir un difeomorfismo armdnico
desde el plano complejo al plano hiperbdlico, refutando asi la
conjetura de Schoen-Yau.
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storia de las superficies de Scherk 1 y Scherk 2

e El trabajo de Scherk sobre superficies minimas no solo es
significativo en matemadticas sino también en las artes. El artista
estadounidense Brent Collins ha basado muchas de sus esculturas en
la segunda superficie minima de Scherk.
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Brent Collins

Geometria diferencial - Superficies minimas: Scherk 1y Scherk 2 Rudik Rompich 14/35



Propiedades importantes e
interesantes




Periodicidad

La periodicidad de las superficies de Scherk es evidente en las funciones
de coseno y coseno presentes en sus formas paramétricas. Estas funciones
son periddicas con periodos de 27 y 27/ respectivamente.
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Introduc

La conjetura de Schoen-Yau fue una proposicién en geometria
hiperbdlica, nombrada asi por los matemdticos Richard Schoen y
Shing-Tung Yau. Se inspird en un teorema de Erhard Heinz en 1952, pero
desde entonces ha sido refutada.
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Configuraciéon y Declaracién de la Conjetura

Dejemos que C sea el plano complejo considerado como una variedad
Riemanniana con su métrica Riemanniana usual (plana). Dejemos que H
denote el plano hiperbdlico, es decir, el disco unitario

H = {(x,y) € R¥x* +y? < 1}
dotado de la métrica hiperbdlica

dx? + dy?

S S PR

Heinz demostrd que no puede existir ninguna difeomorfismo arménico

f:H — C. A la luz de este teorema, Schoen conjeturé que no existe
ningun difeomorfismo arménico g : C — HL.
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Refutacion de la Conjetura

1. La conjetura de Schoen-Yau fue refutada con el uso de superficies de
Scherk. Harold Rosenberg y Pascal Collin en 2006 mostraron que
existen difeomorfismos arménicos del plano complejo al plano
hiperbdlico utilizando superficies minimas periddicas con simetria de
traslacién.

2. Esta prueba se basa en la convergencia de ciertas secuencias de
superficies minimas en el espacio euclidiano tridimensional, cuyos
limites son difeomorfismos arménicos del plano complejo al plano
hiperbdlico.
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Enneper-Weierstrass

Se pueden generar con la parametrizacién de Enneper-Weierstrass

x(r, ¢) f(1-g?)
y(r,o) | = R/ if (1+g%) |dz
z(r, ) 2fg

donde z = re’® y R[z] es la parte real de z. Para el caso particular de la
segunda superficie de Scherk: %, g(z) =
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Superficies minimas




Lema importante

Lema
Sea S C R3 superficie regular, con parametros (u,v) y

x:UCR2 > S su parametrizacion. Entonces,
e X es isotérmica < F2 + FZ + F? = 0.
e Six es isotérmica, entonces S es minima < Fy, Fy, F5 son
holomorfas.
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Scherk 1

Dada por

C+i (1 ¢+1
A Rl

donde ( = u+iv, y arg( es el dngulo que el eje real hace con (.

log

x(t,0) = <arg

D C#£L ¢ # 4,
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Scherk 1

Calculamos que

ar s =tan~! 2u
gC— v 4+v2 -1
ar s =tan? —2v
&¢-1 2?1
| +1 1| (v = v2+1)" + 4022
og ==
=1 277 (12— v2—1)° 4 4122

por lo tanto,

_Ox ox_ 2 2 oK
901_8u 8V_ 1+<27 502— l_C27 803_1_4.4'

Dado que ¢? + ¢3 + 92 =0y 1, p2, y 3 son analiticos, x es una
parametrizacién isotérmica de una superficie minima.
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Scherk 1

A partir de las expresiones de x,y, y z que

cosy

z = log
cos X

Esta representacion muestra que la superficie de Scherk se define en el

patrén de ajedrez (excepto en los vértices de los cuadrados, donde la
superficie es en realidad una linea vertical).
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Scherk 1

[

S5
0

©

- . N Figure 3-45. Scherk’s surface. | .
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Laplaciano

Definicidon

El Laplaciano Af de una funcion diferenciable f : U C R?> — R se
define por Af = (0*f/0u?) + (8°f /Ov?) ,(u,v) € U. Decimos
que f es arménica en U si Af = 0.
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Superficie minima

Corolario
Sea x(u,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u,v)) una superficie

parametrizada y supongamos que X es isotérmica. Entonces x es
minima si y solo si sus funciones de coordenadas x,y,z son
armonicas.
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Superficie minima: Scherk 2

Dado dado por

X(r,0) = (In <1+r2—|—2rc050> 1+r%—2rsinf 2 tan-1 <2r2sin20>)

14+r2—2rcosf )’ 1+r2+2rsinf’ r#
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[ —4(—=1+r?)cos(f)  A(—1+ r?)sin(0)
X (1 +r* —2r2cos(26)’ 1+ r* + 2r2 cos(26)’
—8rsin(20)
r* + 4sin(29)2>
[ —4r(14r?)sin(f)  —4r(1+ r?)cos()
= (1 +r* —2r2cos(20)” 1+ r* + 2r2 cos(26)’
8r2 cos(20)
r* + 4sin(29)2>
[ 8rcos(0)(—1 — 2r? + r* + 2 cos(26))
i = ( (1 + r* — 2r2cos(26))? ’
8r(—(r?(—=2+ r?)sin(0)) +sin(30)) 8(—2 + 3r* + 2 cos(40))sin(20)
(1+ r* 4 2r? cos(26))? ’ (r* 4+ 4sin(20)?)? )
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—4r(1+ r?)cos(0)(1 — 4r? + r* + 2r% cos(20))
oo = ( (14 r* —2r?cos(26))? '
4r(1 4 r?)((1 —3r2 + r*)sin(#) — r?sin(36))
(14 r* + 2r2 cos(20))2 '
—16r2(6 + r* + 2 cos(46))sin(20)
(r* + 4sin(20)2)? )
(=14 )1+ 4r% 4 r* 4 2r2 cos(26)) sin(6)
o = ( (14 r* —2r2 cos(20))2 ’
4(—14 r?)cos(0)(1 +4r* + r* — 2r? cos(20))
(1 + r* + 2r? cos(20))? ’
—16r cos(20)(—2 + r* + 2 cos(40))
(r* + 45sin(20)2)? )
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o (4(—1 + r?)(1 +4r% + r* 4 2r? cos(26)) sin(6)
o (14 r* —2r2 cos(20))? ’
4(—1+ r?)cos(0)(1 + 4r? + r* — 2r? cos(26))
(14 r* + 2r2 cos(20))? ’
—16r cos(260)(—2 + r* + 2 cos(40))
(r* + 4sin(20)2)? )

Geometria diferencial - Superficies minimas: Scherk 1y Scherk 2 Rudik Rompich 30/35



Superficie minima: Scherk 2

Primera forma 5
B 16 (1 + r2)
1+ r8 —2rtcos(4¢)
F=0

162 (14
1418 —2r4cos(4¢)

Segunda forma
8 (1+ r*)sin(2¢)
CT 1 2 cos(4¢)
8 (1 — r*) cos(2¢)
T 1+ 18— 2rhcos(49)
8r% (14 r*)sin(2¢)
T 182 cos(4¢)
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Superficie minima: Scherk 2

Curvatura media y gaussiana

1+ r® —2r* cos(4¢)

K= .
4(1+r?)

H =0.
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Curvatura Media Cero

Definicion
Sea S C R3 superficie regular, p € S. Sean kyyko las curvaturas
principales de S en p. Definimos la curvatura media de S en p

como 1 1
IR = 5 (K/]_ + lﬂ?z) = 75 tr DN(p)

Definimos la curvatura de Gauss de S en p como

K = k1Ko = det DN(p)
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Curvatura Media Cero

e Para una superficie minima, la curvatura media es cero en cada
punto, es decir, H = % =0.

e Por lo tanto, para la superficie Scherk 1y Scherk 2, las curvaturas
principales en cada punto deben ser opuestas entre si, es decir,
ki = —ko.
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