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La superficie

® La superficie fue descrita por el matematico aleman Ernst Lebrecht
Henneberg en su disertacion doctoral [Henneberg, 1875].

® Aligual que otras superficies minimas, fue sintetizada como una
solucion del problema de Bjorling. El problema consiste en
encontrar una superficie minima que contenga una curva espacial
dada con un vector normal dado.

® La curva escogida es que genera la superficie de Henneberg es la
parabola semiclbica.
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Propiedades interesantes
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La superficie de Henneberg fue la primera superficie minima no
orientable descubierta.

La siguiente superficie minima no orientable fue descrita en 1981,
mas de 100 anos después [Meeks, 1981].

Esta es una inmersion del plano real proyectivo con maltiples
agujeros.

La superficie es algebraica, i.e. puede representarse como
f(x,y,2) = o, donde f es un polinomio en x, y, z. Se requiere de un
polinomio de grado 15 en este caso [Weisstein, 2023]. El polinomio,
recuperado por WolframAlpha, se muestra a continuacion.
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Parametrizaciones

La superficie puede expresarse de forma explicita con coordenadas
cartesianas

x(u,v) = 2sinh(u) cos(v) — 2 sinh(3u) cos(3v),
y(u,v) =2sinh(u) sin(v) + §sinh(3u) sin(3v),
z(u,v) = 2 cosh(2u) cos(av).
Alternativamente, puede usarse la parametrizacion de Weierstrass con

las funciones

p(2)=2-22" y (=2
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La parametrizacion de Weierstrass anterior en realidad lleva a una
superficie ligeramente distinta a la que usa ecuaciones explicitas,
aunque son difeomorfas entre si. Tras integrar, la segunda
parametrizacion es

2(r*—1)cos¢  2(r® —1)cos3¢
_ o~ ,

6r2(rX —1)sin ¢ +2(r* —1)sin3¢
3r’

x(u,v) =2

y(u,v) = -
2(r* 4+ 1) cos2¢

z(u,v) = ®

Parametrizaciones
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Figura: Dos superficies de Henneberg.
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Minimalidad

Mostramos que la superficie es minima probando directamente que
H = o. Para ello, primero calculamos los coeficientes de la primera'y
segunda forma fundamental de la primera parametrizacion dada.

E = 8 cosh®(u)(cosh 4u — cos 4v)
F=o0

G = 8 cosh®(u)(cosh 4u — cos 4v)

e = 4sinh(2u) cos(2v)
f = —tcosh(2u) sin(2v)

g = —4sinh(2u) cos(2v)
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Entonces:

gl (eG—sz+gE) 1 (e(E) —2f(0) + (e)E L)
2 2

EG - F? EG — P2
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