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La superficie fue definida por el matematico brasileno Celso Costa
en su disertacion doctoral en IMPA en 1982, bajo la supervision de
Manfredo do Carmo.

En su disertacion, Costa mostro que su superficie era minima,
compacta y con curvatura total finita, aunque no mostré que era
incrustable en R3 [Costa, 1984].

Dos anos después, los matematicos Hoffman y Meeks prueban que
la inmersion de Costa es en efecto una superficie incrustable en R3
y generalizan su resultado. [Hoffman and Meeks, 1984]

El evento genera interés por el estudio de superficies minimas y
desencadena una serie de resultados por otros matematicos
[Glasser, 2004]
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® La superficie de Costa S fue la primera superficie minima, compacta,
y con topologia finita descubierta después del plano, el catenoide y
el helicoide.

® Fue la primera de dichas superficies con genus positivo.
® Esta es homeomorfa a un toro con 3 agujeros y posee genus 1.

® Su caracteristica de Euler es y(S) = —3, por lo que posee curvatura
total —127 = 27(¥(S) — 3) por el teoerma de Gauss-Bonnet.

® S posee un grupo de simetrias D,,.

Oscar Godoy ‘ Propiedades interesantes ‘






Esta es la parametrizacion que Costa ofrecio inicialmente en 1982 de la
superficie, la cual se base en el siguiente teorema

Sean ¢ : U — C una funcion holomorfay v : U — C una funcién
meromorfa tales que ¢p> es holomorfa. Entonces, la superficie con
coordenadas siguientes es minima:

Ao =% [ 2o@0-we,

vun =% [ Lo,

2w =% [ 2pOv@d.
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Las funciones que escogio Costa para su parametrizacion son no
triviales, pues dependen de la funcion eliptica de Weiestrass g y de su
derivada. Las funciones ¢ y ¥ escogidas fueron

6(2) = p(2), ¥(D) == %

La disertacion de Costa prueba que dichas funciones cumplen los
requisitos en el teorema de representacion anterior. Antes de discutir los
argumentos, damos un poco de contexto respecto a la funciones py 9’ y
de la definicion de su dominio.
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Sean w,, w, € C dos niimeros complejos linealmente independientes
sobre R. Estos definen un reticulo de puntos

AN=wZ+ w,Z={mw,+nw, : mnée€Z}.

La funcion ¢ de Weierstrass con parametros w,, w, se define como

1 1 1
0(z, 0, ;) = — + Z —
] AeA—{o} (Z_ /1)2 &
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Figura: Funcion g de Weiestrass
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Propiedades de la funcion g:

® ¢ converge absolutamente en C — A.
1

(2= )3

Los polos de g son precisamente los puntos en A.

® © es meromorfa, con derivada g’ (z) = —2 Z
AeA

Las funciones g y ¢’ son elipticas, lo cual significa que son
meromorfas y cumplen con

p@2)=p(z+1) vy 9'(2) =9 (z+1), YAeA.
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Costa trabaja con el reticulo de puntos A generado por w, =1y w, = i.
Se considera al cociente C/A, el cual es homeomorfo al toro, y a la
proyeccion candnica p : C — C/A. En el toro se identifican a

Q; = p(@:/2),Q, = p(0) y Q; = p(w.,/2).

El dominio de las funciones ¢, ¥ se define entonces como
M= C/A - {Q,, Q, Q;}, el cual es homeomorfo al toro con 3 agujeros.
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Figura: Dominio fundamental de g.
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Prueba de las propiedades de ¢:
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¢ es holomorfa: Como ¢ = p es meromorfa en C con (nicos polos
en A, ¢ es holomorfa en C — A, o bien, C/L — {Q,}. Se sigue que ¢
es holomorfaen M = C/L — {Q,, Q,, Q5}.

¥ es meromorfa: Como ¥ = a/¢’, basta identificar los ceros de ¢’.
De una aplicacion del Teorema del Residuo de Cauchy y el Teorema
del Argumento en Analisis Complejo, las funciones elipticas p y ¢’
tienen la misma cantidad de polosy ceros en C/A. Como ¢’ tiene
un Gnico polo de orden 3 en C/A, la suma de ordenes de los ceros
de 9’ es3 = 1y es meromorfa.
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&> es holomorfa: Buscamos el orden de los polos de = a/g’ y
revisamos que estos sean ceros orden doble de ¢ = . Los polos
de 1 se encuentran en los ceros de p’. Puede revisarse que 1 tiene
ceros en w,/2, w,/2y w,/2 + w,/2. Como g’ tiene un dnico polo de
orden 3 en C/A, ¥ posee exactamente 3 ceros simples.

w,/2Yy w,/2 no son problema, pues no estan en

M= C/L - {Q,, Q,, Q;}. Otros breves calculos muestran que g y ¢’
se anulan en w,/2 + w,/2, de modo que este es un cero de orden 2
de ¢. Esto exhausta los polos de 1, por lo que ¢p*1 es holomorfa
en M.
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Una parametrizacion alternativa fue descubierta por Gray en 1996. Esta
evade las integrales complejas de la representacion de Weierstrass, y
emplea la funcion ¢ de Riemann. Sus coordenadas son:

2

T
4o () wwm“@ W*fﬁ—mny

2

x(u,v) = %‘R (—((z) + U+

y(u,v) = ;9% (—i((Z) + v+ [i{(z— ) —il(z~- wz)]) ,

i1
49 (w,) 2@(w1)
lx/ﬁln ’K’(Z) - p(w,)

2, v) = 0@ + ()|
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