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Superficie de Catalédn

En 1865, Edouard Delaunay, un matematico e ingeniero francés, propuso
la existencia de una superficie de area minima sin proporcionar una

demostracion rigurosa. En 1867, Eugene Catalan, un matemaético belga,
demostré la existencia de la superficie de area minima en forma rigurosa.

Figure: Eugéne Catalan
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Superficie de Catalédn

Figure: Superficie de Catalan
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Superficie de Catalédn

Se tiene la siguiente parametrizacion

z(u,v) = (u —sinucoshwv, 1 — cosucoshv, —4sin § sinh §)

Superficie de Catalan

Figure: Superficie de Catalan generada en Python
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Superficie de Catalédn

Entonces,
xy = (1 — cosucoshv,sinucoshv, —2cos § sinh §)
xy = (—sinusinh v, — cos usinh v, —2sin § cosh ¥)

Xy N\ 2y = (cOs 32“ cosh § — cos 5 cosh % 3” ,sin 2 (2 cosh § + cosh 3”) -

sin 2% cosh 5,sinh v(cos v — COS w))

Ty N\ Ty

~ 2cosh? 5(coshv — cosu)
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Superficie de Catalédn

Ty = (sinucoshv, cos ucosh v, sin % sinh §)
By, = (— cos u sinh v, sin u sinh v, — cos § cosh "5’)

By = (— sin u cosh v, — cos u cosh v, — sin § sinh %)

Encontramos los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

E = 2cosh? 5 (coshv — cosu) e = —sin § cosh §

F=0 f =cos%sinh %
2 P

G = 2cosh? %(coshv) — cosu g = sin § cosh §
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Superficie de Catalédn

De lo anterior se tiene que ¥ = Gy e = —g. Como la curvatura media es:
o 1Eg—Ff+Ge 1Eg-Eg _0
"2 EG-F2 2 E2

La curvatura media es igual a cero, por lo que hemos demostrado que la
superficie de Catalan es superficie minima H.
Noétese que la parametrizacién que fue dada es isotérmica.
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Superficie de Catalédn

M La curvatura media es constante e igual a cero, por lo que es
superficie minima
B La curva cicloide es una geodésica en la superficie de Catalan

Bl La superficie de Catalan es simétrica con respecto al plano en el que
se encuentra la cicloide
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Superficie de Catalédn

Notese que si hacemos v = 0 en nuestra parametrizacién, se tiene la
siguiente curva en el plano xy:

z(u,0) = a(u) = (u —sinwu, 1 — cosu, 0)

La cual es una parametrizacién de la cicloide, por lo que podemos asegurar
que la cicloide esta contenida en la superficie. Para asegurar que es
geodésica debemos probar que o A N = 0. Entonces,

o/ (u) = (1 — cosu,sinu,0) y o (u) = (sinu, cosu, 0)

Se puede verificar que:

AN (— cos g sech 7, sin 5 sech 5, — tanh %)

De este modo o’ (u) - (zy A 2,) = 0. Por lo tanto la curva « es una
geodésica de la superficie de Catalan.
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Superficie de Bour

Jacques Edmond Emile Bour, naci6 el 19 de mayo de 1832 y fallecié el 8
de marzo de 1866, vivié 34 aiios, en los cuales desarrollé grandes aportes a
la geometria diferencial. En 1862, el matematico utiliz6 coordenadas
semigeodésicas y encontré varios casos nuevos de deformaciones de
superficies. Dio un conocido teorema sobre las superficies helicoidales y de
rotacién. Y también la ecuacién de Bour-Enneper (hoy llamada ecuacién
de onda sinusoidal de Gordon). Las superficies minimas aplicables a una

superficie de rotacién fueron determinadas por primera vez por E. Bour en
1862.

Figure: Edmond Bour
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Superficie de Bour

Figure: Superficie de Bour
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Superficie de Bour

Todas las superficies minimas reales aplicables a la configuracién de
superficies rotacionales

T(s) = Csm2

en las ecuaciones de representacion de Weierstrass, donde s,C' € C y
m € R, ademas §(s) es una funcién analitica.
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Superficie de Bour

Sea § y & dos funciones holomorfas definidas en un abierto y simple
conexo U de C. Entonces, el mapeo

(1 —¢?)
2(Q)= [C|iF(1+62) ] d
25

es un inmersién diferenciable en complejos de U a E2, y z es llamada
parche de Weierstrass, determinada por F(¢) y &(()
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Superficie de Bour

Lema. Sea la curva de Bour de valor m

m—1 m—+1 m—1 m+1 m
S St F S S U &
m—1 m+1 m—1 m+1 m

es una curva minimal en E3, donde m € R — {—1,0,1}, ( €U c C
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Superficie de Bour

Teorema. La superficie de Bour de valor m

m—1 cos[(m —1)0] 1 cos[(m + 1)0]

m—1 .m+1
B (r,0) = _m-1 sin[(m — 1)0] _m sin[(m + 1)0]
’ m— 1 +1
m C0s(mb)
m

es una superficie minima en E3, donde m € R — {-1,0,1}
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Superficie de Bour

Los coeficientes de la primera forma fundamental de la superficie de Bour

son
E= rm4(1+4r?)
F= 0,
G = rzm—2(1 +T2)2
Asi que det(I) = r4m=5(1 4 r2)4

El mapeo de Gauss de la superficie es:

2r cos 6

1 .
= 5 27 sin 0
1+7“ 7’2—1

Asi que det(I) = 4r>m—2
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Superficie de Bour

Los coeficientes de la segunda forma fundamental de la superfice son

L= —2r"2cosmé
M= 2r™lsinmé
N = 2r™cosmb

De esta forma se determina que

op2—m
H=0K=—-——
((1+r2)2)

Entonces, la superficie minima de Bour 5,, es una superficie minima y
tiene curvatura Gaussiana negativa .
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Superficie de Bour

Si tomamos m = 2 se tiene la superficie minima de Enneper sin
autointersecciones

rcos(0) — 7“3&(39)

Ba(r,0) = —rsin(0)

r2cos(26)

donde r € [-1,1], # € [0, 7]. Ahora si m = 2, tenemos la superficie de
Bour con autointersecciones, para r € [—3, 3], 0 € [0, 7]

~38in(30)
"3
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Superficie de Bour

Ve PovRay

Figure: Superficie de Enneper

S (048] " Superficie Catalana y Superficie de Bour [N —



Superficie de Bour

Superficie minima Richmond Se da apartir de tomar m = 1/2, para
€[-1,1], 0 € [-2m, ]

Figure: Superficie de Richmond

Otros ejemplos

Catenoide Se da apartir de para C =1, m =0
Helicoide Se da apartirde C' =1, m =2
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Gracias por su atencion.
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