UNIVERSIDAD

DEL VALLE
DE GUATEMALA

UVG

PARAMETRIZACION POR LONGITUD DE ARCO

ALAN REYES-FIGUEROA
GEOMETRIA DIFERENCIAL (AULA 03) 12.ENER0.2023



Reparametrizaciones

Reparametrizar una curva v consiste en componer su parametrizacion
~v(t) con otra funcion t = ¢(s), para obtener una nueva representacion
a(s) = (y o ¢)(s) de la curva.
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Longitud de arco

e Parametrizar una curva como funcion de su longitud de arco es
equivalente a que

t
/ l(T)|dr =t —t,, Vtel
to

También es equivalente a hacer |o/(t)| =1, Vt € I.

(El vector velocidad tiene magnitud constante 1). Esta propiedad sera
imporante para el desarrollo de la geometria de curvas.
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Consideremos un circulo de radio r, parametrizado por

a(t) = (rcost,rsint), teR.

La derivada es o/(t) = (—rsint,rcost), y |o/(t)| = Vr2cos?t + r2sin’t = r. La
longitud de arco a partir de punto p = «(0) = (1,0) es

s(t) = /Ot /(7)) dr = /OtrdT .

Despejando t (como funcion de s), resulta t = 2. Podemos entonces
representar la curva como

as) = (rcos2,rsin?), scR.
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Con la representacion anterior

as) = (rcos2,rsin?), scR.

= \/cos?2 +5sin*2 =1, Vs.

/ya'(a)ma:/ 1do —s, Vs,
[e] (o]
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Se cumple

 |o/(5)] = |(~sin %, cos*?)
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La cicloide
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La cicloide

y

x = a(f —sinB)
y = a(l — cosf)

Y
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Obtenemos la siguiente parametrizacion de la cicloide:
~v(t) = a(t —sint,1—cost), teR.

La derivada es 7/(t) = a(1 — cost, sint). Observe que para los puntos
t = 2anm, n € Z, son puntos singulares para .

Entonces, v(t) es una curva regular en el intervalo (0,27). En este caso

1//(t)] = ay/(1 — cost)? +sin®t = ay/2 — 2cost = 2asin L.

Luego, la longitud de arco desde t = 0 es

t t
S:/ |7’(7')|d7':/ 2asinng:4Cl—4ClCOS§-
0 [¢]
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Despejando t en funcion de s, obtenemos t = 2arccos (1 - ), para
€ (0,8a)

Asi, obtenemos la reparametrizacion

v(s)

= 0(2 arccos (‘I — 45—0) —sin [2 arccos (1 — 4%)] ,1— cos [2 arccos (‘I — A—G)D

— a(2arccos (1= %) —2(1- £)y/1- (1= &) 2-2(1- 2)°).
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Otra reparametrizacion

Dada una curva « : | — R", parametrizada por s € I = (a, b), podemos
considerar una nueva curva 8 = ao ¢ : | — R, haciendo la
reparametrizacion ¢ : t(s) =a+b —s.

Ambas o y 3 tienen el mismo trazo, pero recorrido en sentido contrario:

p(t) = Z_f - d(ad(; 28 Z_i ' % =a/(s)- (—1) = —d/(s).

Esta reparametrizacion se llama un cambio de orientaciéon de «.
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Comentarios sobre curvas regulares

Kiihnel define una curva regular como una cierta clase de equivalencia.
Definicion
Una curva regular es una clase de equivalencia de curvas parametrizadas

regulares, donde la relacion de equivalencia se obtiene a partir de
cualquier transformacion (que preserva la orientacion) del tipo

¢ :(a,b) — (a,b),

¢ biyectiva, continuamente diferenciable, con ©' > 0.
Asi, oy a o  se consideran equivalentes.

Obs! Una transformacion ¢ biyectiva, diferenciable (clase C'), y con
inversa ¢ ' diferenciable, se llama un difeomorfismo. Si ¢’ > 0, este es un
difeomorfismo que preserva la orientacion.
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1. Calcular la parametrizacion por longitud de arco de una hélice
a(t) = (rcosat,rsinat,bt), te R, r,a,b>o0
a partir del punto p = a(0) = (r,0,0).
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