
Geometría Intrínseca de Superficies
Alan Reyes-Figueroa
Geometría Diferencial (Aula 27) 26.abril.2022



Geometría intrínseca de superficies
Sea S ⊂ R3 una superficie regular orientada, y sea x : U ⊆ R2 → S una
parametrización. Tenemos asociadas seis aplicaciones
E, F,G, e, f ,g : U → R correspondientes a los coeficientes de la primera y
segunda forma fundamental.

Definición
Diremos que una cantidad asociada a la superficie S es intrínseca si es
posible escribirla en términos de la primera forma fundamental (como
función de los coeficientes E, F,G). Una cantidad es extrínseca si depende
de la segunda forma fundamental.

• La geometría intrínseca es la geometría que seres bidimensionales
puros pueden reconocer, sin ningún conocimiento de la tercera
dimensión.
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Geometría intrínseca de superficies
Estamos interesados en responder:

• ¿Qué condiciones sobre las funciones E, F,G, e, f ,g garantizan que
estas provengan de alguna parametrización de una superficie? En ese
caso, ¿la superficie queda únicamente determinada a menos de
movimientos rígidos?

• ¿Cuáles cantidades geométricas asociadas a una superficie son
intrínsecas?
Seguramente ángulos y las longitudes se encuentran entre estas
propiedades. La pregunta que surge en particular, si alguna de las las
cantidades de curvatura son de este tipo.
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Geometría intrínseca de superficies

Recordemos que gij = ⟨xi, xj⟩, hij = ⟨N, xij⟩, aij = ⟨Ni, xj⟩, con

DN =

(
a11 a21
a12 a22

)
= −

(
h11 h12
h21 h22

)(
g11 g12
g21 g22

)−1

.

Sea S superficie regular orientada,
x = x(u, v) su parametrización.
Consideramos el triedro local
formado por xu, xv y N (base local de
R3).
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Geometría intrínseca de superficies

Podemos escribir los vectores xuu, xuv, xvu, xvv, Nu, Nv en términos de esta
base.

xuu = Γu
uuxu + Γv

uuxv + huuN,
xuv = Γu

uvxu + Γv
uvxv + huvN,

xvu = Γu
vuxu + Γv

vuxv + hvuN,
xvv = Γu

vvxu + Γv
vvxv + hvvN,

 (1)

Nu = a11xu + a21xv,
Nv = a12xu + a22xv.

}
(2)

donde Γk
ij ∈ R.
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Geometría intrínseca de superficies

Definición
Los coeficientes Γk

ij se llaman los símbolos de Christoffel asociados a x.

En lo que sigue, escribimos u = 1, v = 2 y utilizamos la notación compacta
de Einstein ak

i bkj =
∑

k aikbkj.

Entonces, el sistema de ecuaciones (1) se escribe como

xij = Γk
ijxk + hijN,

Ni = ak
ixk,

para i, j, k ∈ {1, 2}
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Geometría intrínseca de superficies

Por otro lado, xij = xji ⇒ Γk
ij = Γk

ji, de modo que los símbolos de
Christoffel son simétricos en re lación a los índices inferiores.

Recordemos que la primera forma fundamental se representa por
G = (gij), con gij = ⟨xi, xj⟩ Denotamos la inversa por G−1 = (gij). Tenemos

gikgkj = δi
j (delta de Kronecker).

De ahí que

⟨xij, xℓ⟩ = ⟨Γk
ijxk + hijN, xℓ⟩ = Γk

ij⟨xk, xℓ⟩+ hij⟨N, xℓ⟩ = Γk
ijgkℓ = gkℓΓ

k
ij.

⇒ gℓp⟨xij, xℓ⟩ = gℓpgkℓΓ
k
ij = δp

kΓ
k
ij = Γp

ij.
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Geometría intrínseca de superficies
Portanto

Γk
ij = gℓk⟨xij, xℓ⟩. (3)

Además,
∂kgij = ∂k⟨xi, xj⟩ = ⟨xik, xj⟩+ ⟨xi, xjk⟩,

−∂jgik = −∂j⟨xi, xk⟩ = −⟨xij, xk⟩ − ⟨xi, xjk⟩,
∂igjk = ∂i⟨xj, xk⟩ = ⟨xij, xk⟩+ ⟨xj, xik⟩.

Sumando estas tres ecuaciones, obtenemos
∂kgij − ∂jgik + ∂igjk = ⟨xik, xj⟩+ ⟨xj, xik⟩ = 2⟨xik, xj⟩. (4)

Sustituyendo (4) en (3), obtenemos

Γk
ij =

1
2gℓk(∂igjℓ + ∂jgiℓ − ∂ℓgij

)
.
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Geometría intrínseca de superficies

Hemos probado entonces que
Propiedad
Los símbolos de Christoffel Γk

ij son cantidades intrínsecas.

Corolario
Los símbolos de Christoffel Γk

ij son invariantes por isometrías.

Geometría intrínseca | Alan Reyes-Figueroa Page 8



Ecuaciones de compatibilidad
Dadas funciones E, F,G, e, f ,g : U ⊆ R2 → R, ¿existe alguna
parametrización x de una superficie tal que E, F,G, e, f ,g sean los
coeficientes de la primera y segunda forma fundamental asociada a x?

Obs! Requerimos algunas condiciones necesarias
• E > 0, G > 0,
• EG − F2 > 0.

Podemos derivar otras condiciones de compatibilidad. Recordemos que

xij = Γk
ijxk + hijN,

Ni = ak
ixk,

Γk
ij =

1
2gℓk(∂igjℓ + ∂jgiℓ − ∂ℓgij

)
.
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Ecuaciones de compatibilidad
Derivando parcialmente la primer ecuación(

Γk
ijxk + hijN

)
m = (xij)m = xijm = ximj = (xim)j =

(
Γk

imxk + himN
)

j.

Denotamos por Γk
ij,m = ∂mΓ

k
ij. Entonces

Γk
ij,mxk + Γk

ijxkm + hij,mN + hijNm = Γk
im,jxk + Γk

imxkj + him,jN + himNj.

⇒
Γk

ij,mxk + Γk
ij
(
Γℓkmxℓ + hkmN

)
+ hij,mN + hijaℓ

mxℓ
= Γk

im,jxk + Γk
im
(
Γℓkjxℓ + hkjN

)
+ him,jN + himaℓ

jxℓ.

Reescribiendo Γk
ij,m = Γℓij,m, Γk

im,j = Γℓim,j(
Γℓij,m + Γk

ijΓ
ℓ
km + hkmaℓ

m
)
xℓ +

(
hij,mN + hkmΓ

k
ij
)
N

=
(
Γℓim,j + Γk

imΓ
ℓ
kj + hkjaℓ

j
)
xℓ +

(
him,jN + hkjΓ

k
im
)
N.
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Ecuaciones de compatibilidad
Como xℓ y N son independientes, podemos deducir las primeras
ecuaciones de compatibilidad.

1. Γℓij,m + Γk
ijΓ

ℓ
km + hkmaℓ

m = Γℓim,j + Γk
imΓ

ℓ
kj + hkjaℓ

j,
2. hij,mN + hkmΓ

k
ij = him,jN + hkjΓ

k
im.

Hacemos un tratamiento similar con la segunda ecuación(
ak

ixk
)

j = (Ni)j = Nij = Nji = (Nj)i =
(
ak

jxk
)

i

⇒ ak
i,jxk + ak

ixkj = Nij = Nji = ak
j,ixk + ak

jxki
o equivalentemente

ak
i,jxk + ak

i
(
Γℓkjxℓ + hkjN

)
= ak

j,ixk + ak
j
(
Γℓkixℓ + hkiN

)
.
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Ecuaciones de compatibilidad
Reescribiendo Γk

ij,m = Γℓij,m, Γk
im,j = Γℓim,j(

aℓ
i,j + ak

iΓ
ℓ
kj
)
xℓ + ak

ihkjN =
(
ak

j,i + ak
jΓ

ℓ
ki
)
xℓ + ak

jhkiN.

De nuevo, como xℓ y N son independientes, obtenemos otras dos
ecuaciones de compatibilidad.

3. aℓ
i,j + ak

iΓ
ℓ
kj = ak

j,i + ak
jΓ

ℓ
ki,

4. ak
ihkj = ak

jhki.

Por otro lado, de la condición de compatibilidad (1.) tenemos

hijaℓ
m − himaℓ

j = Γℓim,j − Γℓij,m + Γk
imΓ

ℓ
kj − Γk

ijΓ
ℓ
km. (5)
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Ecuaciones de compatibilidad

Teorema (Teorema Egregium de Gauss)
La curvatura gaussiana K es una cantidad intrínseca.
Prueba:

−EK = −E eg − f 2

EG − F2 = e fF − gE
EG − F2 − f eF − fE

EG − F2

= h11a22 − h12a21

= Γ2
12,1 − Γ2

11,2 + Γk
12Γ

2
k1 − Γk

11Γ
1
k2,

donde la última igualdad es la eq. (5) con i = j = 1, ℓ = m = 2.

De ahí que
K = − 1

g11

(
Γ2

12,1 − Γ2
11,2 + Γk

12Γ
2
k1 − Γk

11Γ
1
k2

)
.
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