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Transformaciones rigidas

Definicion

Sea d: R" x R" — R una funcién de distancia en R" (e.g. la distancia
euclideana). Una transformacion rigida (movimiento rigido o euclideano)
en R" es una transformacion M : R" — R" que satisface

d(Mx,My) = d(x,y), ¥X,y € R".

;Que tipos de transformaciones rigidas hay?

gy T

Translation | Rotation | Reflection
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Transformaciones rigidas

¢ Traslaciones:
Todo vector v € R" define una Unica traslacion X — X + v.
Representamos el grupo de translaciones por R".

e Rotaciones y Reflexiones: Se representan por una trasformacion
lineal A : R" — R" que satisface la propiedad de isometria
(AX,Ay) = (x,y), Vx,yeR"
En consecuencia, A es una matriz ortogonal real (sus columnas son
una base ortonormal de R"). El grupo de matrices ortogonales se
lama el grupo ortogonal O(n).
Aco(n) = ATA=1 = A"=AT
= det(A)? = det(AT) det(A) = det(ATA) = det(l) = 1
= det{A}=-+1
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Transformaciones rigidas

o Rotaciones: se caracterizan por tener determinante 1, Ellas
forman la mitad del grupo ortogonal. El grupo de rotaciones se
llama el grupo especial ortogonal SO(n).

o Reflexiones: se caracterizan por tener determinante —1. Forman
la otra mitad del grupo ortogonal.
Propiedad
Una transformacion rigida en R" es de la forma
M(x) = Ax+t, dondeA € O(n), t e R".
Prueba: Traslaciones, rotaciones y reflexiones, son de la forma Ax + t. La
composicion es de esa forma:
Az(A1x + t1) + t2 - A2A1X + (A2t1 + t2) - AX + t
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Transformaciones rigidas

Definicion
El grupo de transformaciones rigidas en R se llama el grupo euclideano
E(n).

¥

A
! /’m }'JI'OJELU\ e
translation

Euclidean alhne

\______/ X >
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Transformaciones rigidas

Propiedad
La longitud de arco es invariante bajo transformaciones rigidas.

Prueba:
Sea « : | — R" curva regular, M(x) = Ax + v un movimiento rigido.
Entonces 3(s) = (Mo )(s)5'(s) = (Moa)'(s) = (Aa(s) +v) = Ad/(s). De ahi

ts) = [ 18 @ldu— [ Ao du~ [ (ac/(u),Aa'(u)) du
= /:<o/(u),o/(u)>1/2 du = /: |/ (u)| du = £,(S), Vs.

Esto muestra que / es invariante bajo movimientos rigidos.
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Transformaciones rigidas

Propiedad

La curvatura  y la torsion T son invariantes bajo transformaciones
rigidas.

Prueba:

Sea « : | — R3 curva regular, M(x) = AX + v un movimiento rigido. Sea

3(s) = (Mo a)(s).
Ya vimos que §'(s) = Ad/(s). Luego, 5"(s) = Ad”(s) y 5”(s) = Ad’’(s). En
particular,

ti(s) = F/(s) = Ad(s) = Ata(s).
ns(s) = An,(s) (ya que 3"(s) = Ad”(s)),
bs(s) = ts(s) x ng(s) = At,(s) x An,(s) = A(t.(S) x n,.(s)) = Ab,(S).
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Transformaciones rigidas

Luego A lleva el triedro de Frenet de «, en el triedro de Frenet de f.

Ademas,
ka(s) = (B"(s),ns(s)) = (Aa"(s), An.(s)) = (a”(s), Ma(s))
= KalS), Vs;
y
75(s) = (bj(s),ns(s)) = (Ab(s),An,(s)) = (b[(s), n.(s))
= T4(S), Vs.

De ahi que x y 7 son invariantes bajo movimientos rigidos.
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	Isometrías y movimientos rígidos

