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Gauss - Bonnet

Corolario (Teorema de Gauss - Bonnet)

Para un n = 2 se tiene la relacién 5g — Ric = 0, de modo que el funcional
S(g) es localmente constante. Fijando la variedad M y variando la métrica
g, que requiere solamente que este definida positiva, S(g) es incluso
globalmente constante, ya que dos métricas de Riemann se puede
perturbar suavemente entre si: Ag1 + (1 — \)g2 es definida positiva para

0 < A <1 tanto que g1 y g» sean definida positiva.
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servacion

La férmula de Gauss-Bonnet también es valida en el caso de métricas
indefinidas en dos variedades. De hecho, el argumento del corolario
anterior, muestra que la funcién S(g) es localmente constante. Pero esto
alin no permite una conclusién sobre el valor global, ya que

Ag1 + (1 — \)g» se puede degenerar cuando g; y g» son indefinidos.
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Observacién

La situacidn en variedades n-dimensionales con n > 3 es bastante diferente,
ya que la funcién S(g) en este caso casi nunca es constante. En cambio, si
se fija este, se obtienen ecuaciones de Euler-Lagrange no triviales.
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Corolario

Corolario (Ecuaciones de Euler - Lagrange)

Sea M una variedad compacta de dimensién n > 3, y sea g un métrica fija
en M con una variacién: g = g + th, en la que el simétrico (0, 2)-tensor
donde h es arbitrario. Entonces se tiene:

O 4|;—0S(g:) =0 Vhsiy sélo si, Ricg =0

@ %|:—0S(ge) =0 Vh con la restriccién de Vol(M) = [, dV; =
constante si y sélo si (M, g) es un espacio de Einstein, es decir
Ricg — %g =0

(s %hzo(vo/& =0 Vhsiysélosi (M, g) es un espacio de

(g:))("=2)/n
Einstein y
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Observacién

El caso para una métrica indefinida g. Como se define en todas las

consideraciones en la presentacién anterior y asi como el corolario anterior,

siguen siendo validad también en el caso mds general de una métrica g

indefinida. Usando el célculo de Ricci, no cambia nada en absoluto, ya que
; — Aigi

se tiene Tr;A = Alg
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Ecuaciones de campo de Einstein

De lo visto anteriormente se tiene la siguiente expresién:

S
Ric— —g=0
2g
como el "gradiente” del funcional S. M3s alld de eso, este tensor juega un
papel importante en la teoria general de la relatividad. Alli, este tensor se
denomina tensor gravitacional de Einstein. Y en también se sabe que este
tensor es libre de divergencias.
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Si hay un andlogo de la ecuacién de Poisson en la relatividad general,
entonces esta debe ser una ecuacién tensorial para el tensor de potencial
gravitacional g, en cuyo lado derecho tenemos el tensor de energia de la
materia. En el lado izquierdo de la ecuacidén, necesitamos un tensor
diferencial derivado de g;,,. El objetivo es determinar este tensor con
precisidon. Estd completamente determinado por las siguientes tres
condiciones:

© El tensor en cuestion no debe contener derivadas superiores a
segundas de g, .

@ El tensor debe depender linealmente de las segundas derivadas.

© La divergencia del tensor deberia desaparecer de forma idéntica.
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El tensor de Einstein satisface las tres condiciones y, en cierto sentido, esta
determinado tnicamente por esta propiedad. Las ecuaciones de campo de
Einstein son las siguientes:

s
Ric—2g=T
Ic >

utilizando la notacién para el cdlculo de Ricci:

Gjj == Rjj —
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Luego Einstein y otros consideran una variante en esta ecuacién de campo,
al introducir un término llamada constante cosmoldgica.

s
Rj— 58+ Ngj=Tj
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