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OBJETIVOS

1. Presentar la superficie de Henneberg usando el enfoque de
Bjorling.

2. Darnos cuenta de la importancia del analisis complejo y su
poder para resolver problemas en geometria diferencial.

3. Presentar el trinoide.



HENNEBERG



ORIGEN

En 1875[4], Henneberg descubrio la superficie como la solucion a una
superficie minima que contiene a la curva planar:

(z=2P=9%y=0 (1)

Figura 1: Curva que dio origen al problema
Fuente: elaboracion propia



PROBLEMA DE BJORLING

Dada una curva c(t) : I — R3y una funcion n(t) : I — R tal que
n(t) - c'(t) = 0 para todo t, y ademas |n(t)| = 1.

;Existe una superficie minimal cuya parametrizacion x : R? — R3
cumple con x(u,0) = c(u) y también N(u,0) = n(u)? [3]



PROBLEMA DE BJORLING

Dada una curva c(t) : I — R3y una funcion n(t) : I — R tal que
n(t) - c'(t) = 0 para todo t, y ademas |n(t)| = 1.

;Existe una superficie minimal cuya parametrizacion x : R? — R3
cumple con x(u,0) = c(u) y también N(u,0) = n(u)? [3]

Teorema:

Dadas c(t), n(t) como se describieron anteriormente, existe

x: R?> = R® que cumple con los requisitos. Esta parametrizacion esta
dada por:

w

x(u,v) = x(w) = Re {C(W) - i/ n(s) x c’(s)ds} (2)

0

donde w =u +ivy n(w),c(w) son las continuaciones analiticas de

c(t) y n(t).



PROBLEMA DE BJORLING

Teorema:

[2]

Si la curva c(t) = (a(t), 0, b(t)) esta contenida en el plano xz
entonces la parametrizacion esta dada por

x(u,v) = (Re(a(vv)), Im </OW de)) ,Re(b(w))

donde w = u +ivy se tiene que a(w), b(w) son las continuaciones
analiticas de a(t), b(t).



ENCONTRANDO LA PARAMETRIZACION

La curva la podemos escribir como
c(t) = (cosh(2t),0, —sinh t + 3 sinh(3t)). Su continuacion analitica es:

c(w) = (cosh(ZW), 0, —sinhw + ;sinh(3w)>



ENCONTRANDO LA PARAMETRIZACION

La curva la podemos escribir como
c(t) = (cosh(2t),0, —sinh t + 3 sinh(3t)). Su continuacion analitica es:

c(w) = (cosh(ZW), 0, —sinhw + ;sinh(3w)>

Entonces, notemos que ¢’(w) = (2sinh 2w, 0, — cosh w + cosh 3w) por
lo que
y(u,v) =

:Im/\//(w)2 + b/(w)?dw

=Im / \/2 cosh? 2W — 4 + cosh? W — 2 cosh w cosh 3w + cosh? 3wdw

:Im/sinh 3w + sinh wdw
1
=Im <3 cosh 3w + cosh W)

1
:§ sinh 3Usin3v + sinh U sinv 5



PARAMETRIZACION

x(u,Vv) = 2sinh U cosVv — % sinh(3u) cos(3v) (3)
y(u,v) =2sinhusinv + %sinh(3u)sin(3v) (4)
z(u,v) = 2 cosh(2u) cos(2v) (5)

Figura 2: Superficie de Henneberg
Fuente: [4]



SUPERFICIE

Figura 3: Superficie de Henneberg con la curva
Fuente: [2] 7



ORIENTABILIDAD

Notese que
x(u,v) =x(—u,v+m)

Xu(u,Vv) = =xy(—=u,v+m)
xu(U,v) = xy(—u, v+ )

para todo u + iv e C.
Definase ;
w(t) = (2t = 1,(t = 7)m)

e: 0,1 = R® 3 e(t) = x(w(t))



3-NOIDE




1. k-noides
2. Jorge y Meeks en 1983

Figura 4: Trinoide
Fuente: [1]



PARAMETRIZACION

Usando las funciones f(z) = (ZJT)Z,Q(Z) = 72 con f(z) analitica y g(z)
meromorfa y la representacion de Weierstrass se tiene que la
parametrizacion es:

(W) = 3Fe { (M} (G- (W = 1),F (1.-1/3:3 - 1)/3:w)

—@ =W (W' —1),F (1,1/3:1+1/3:0)
3w +3+w - 1]}
1 i
yiw) = 3Re { <3W(W3_1)> [(B=1) (W =1),F (1,1/3;: 3 = 1)/3;w’)
z(w):Re{gw}
Donde »F1(a, b, ¢; ) es la funcion gaussiana hipergeométrica.



PROPIEDADES

1. Es topologicamente equivalente a la esfera en R® con 3 hoyos.
2. k—noides

3. Tiene 3 aperturas de catenoide

1
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