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Formas Diferenciales en R"

Ya vimos que un campo vectorial en R" es un mapa que asocia a cada
punto p € R", un vector v(p) € Ry de la forma

v(p) = S vi(P) 5 |,

donde v; : R" — R son funciones. Decimos que v es diferenciable si las v;
son funciones diferenciables C*°(R").

A cada espacio tangente asociamos su espacio dual (Rp)* = L(Rp, R). La
base canonica de este espacio dual es (dx,)p, ..., (dxn)p, donde

el _ % o [ i)
(dXi)p(aTj o) = o = 0i = {o i#.

Extendemos la nocion de campo al espacio dual.
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Formas Diferenciales en R"

Definicion
Un campo de formas lineales o una forma exterior de grado 1 en R" es un
mapa w que asocia a cada punto p € R" un elemento w(p) € (Rp)*, en la

forma .
w(p) = 2 i, wi(P) dXilp,

con w; : R" — R funciones. Si las w; son todas diferenciables C**(R"),
decimos que w es una forma diferencial de grado 1 o0 una 1-forma.

El espacio L2(RI,R) = {o : RI x R? — R : ¢ es bilineal} tiene la base
{dxilp @ dxjlp: 1,j=1,2,...,n}.

El conjunto A*(Rp) = {¢ : Ry x Ry — R : ¢ es bilineal y alternada}, esto
es (v, w) = —p(w, V), Vv, w € Ry, A*(Rp) es subespacio vect. de L*(Ry, R).

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Formas diferenciales | Alan Reyes-Figueroa Page 2 UVG




Formas Diferenciales en R"

Cuando ¢4, p, € (RY)", definimos un elemento o, A @, € N*(IRp) por
(1 A 2)(Va, Vo) = det(pi(V))).

Denotamos el elemento (dx;)p A (dX;)p € A*(Rp) por (dx; A dX;)p. En este
caso, {(dx; A dx;), : | < j} es una base para A*(Rp), y se tiene

(dX,' A de)p = —(de A\ dX,')p7 Vi #* j, (dX,' A dX,')p =0, Vi
Definicion
Un campo de formas bilineales o una forma exterior de grado 2 en R" es
un mapa w que asocia a cada punto p € R" un elemento w(p) € A*(Rp), en

la forma
w(p) = > wii(P) (dX; A dX;)p,
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Formas Diferenciales en R"

con wjj : R" — R funciones. Cuando wj; son todas diferenciables C>(R"),
decimos que w es una forma diferencial de grado 2 o0 una 2-forma.

Definimos A®(Rp) = {¢ : Ry x ... x Rf — R : ¢ es multilineal alternada}.
——————

k veces
e multilineal significa que es lineal en cada una de las entradas.
e alternada significa que o(...,v,w,...) = —p(...,w,Vv,...), cambia de

signo al permutar dos entradas consecutivas.

A*(Rp) es subespacio vect. de L*(RS R). Si ¢y, ..., ¢r € (Rf)*, obtenemos
un elemento 3 A ... A ¢, € A*(R]) por

((p1 A2 ANNAN gOk)(V1, Vo, ... ,Vk) = det(gpi(vj)).
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Formas Diferenciales en R"

Se sigue de las propiedades de los determinantes, que o, A ... A ¢, €S
k-lineal y alternada. En particular,

Proposicion
{(dx;, Adxi, ... AdX;)p iy < iy < ... <ir} esuna base para A*(R}),

y se tiene que dim A*(R7)) = (), 0 < kR < n.

Definicion
Una forma exterior de grado k en R" es un mapa w que asocia a cada
punto p € R" un elemento w(p) € /\’*(Rg), en la forma

wp) = D wi.i,(p) (dxi, Adxi, A AdX)p =D wi(p) dXilp.

h<...<iy ll|=k
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Formas Diferenciales en R"

Las w; : R" — R son funciones. Si las w, son todas diferenciables C>*(R"),
decimos que w es una forma diferencial de grado k o una k-forma.

Por conveniencia, omitimos la dependencia del punto p, y escribimos
simplemente w = )", w; dx,.

Ejemplo: En R3, tenemos
e o-formas: las funciones R3 — R.
e 1-formas: a, dx, + a, dx, + a; dx;.
e 2-formas: a,, dx; A dX, + G5 dX; A dX3 + Qo3 dXo A dXs.
e 3-formas: a.,; dx; A dx; A dXxs.
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Operaciones con Formas Diferenciales

Definicion
Siw=>,wdx, ¢=>,¢dx sonk-formasenR", c € R, f € C*(R"). Vale
wte= Z(w,+g0,) dx;, Cw = ZCw, dx;, fw= wa, dx;.
I I |

Definicion (Producto Exterior)

Seaw = Y w dx; € A¥(R") una k-forma, ¢ = >, ¢y dx; € A5(R") una
s-forma. El producto exterior de w y ¢ es la (R + s)-forma en R" dada por
WA= ZWIQOJdXI/\de,

1J
dondesil = (is,...,ix) yJ = (j,-.-,Js), ENtONCES
dx; A dxy = dxi Adxi, Ao Adx;, Adxg Adxg AL A dX,
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Operaciones con Formas Diferenciales

Ejemplo: Sea w = X, dx; + X, dX, + X3 dX3 Y o = X, dX; A X, + dX; A dx; una
1-formay una 2-forma en R3. Tenemos
WA = (XdX; + X dXy + X3 dX3) A (X, dXq A dX; + dXq A dX3)
= X2(dx, Adxy A dxy) + X, (dxq A dxy A dX3) + XX (dXo A dXy A dX;)
+ X (dXy A dXxq A dX3) + XaX3(dX3 A dXq A dXy) + X3(dX5 A dXxq A dX3)
= X(dXo A dXy A dX3) + X X3(dX5 A dXq A dX,)
= (XaX3 — Xo) dX; A dXy A dX3.
Obs! La definicion del producto exterior esta construida de tal forma que

Si p,...,pr son R-formas, el producto exterior ¢, A ... A ¢, coincide con la
k-forma anteriormente definida

(@1 Ao Ar)(Va, - ., Vi) = det(i(v)))-
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Operaciones con Formas Diferenciales

Obs! Aunque dx; A dx; = 0, Vi, en general no vale que w A w = 0. Por
ejmplo, la 2-forma w = x, dx; A dx, + X, dx; A dx, en R*, satisface

w /\ w = (2X1X2) dX1 /\ dX2 /\ dX3 /\ dX4

Proposicion (Propiedades del Producto Exterior)

Sean w una R-forma, ¢ una s-forma, y 6 una r-forma en R". Valen
s (wWAY)NO=wA(pAD).
* (WAp)= (D" (pAw).
e Sir=s,entoncesw A (p+60) = (wA @)+ (wAb).
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Pullback

Sea f : R" — R™ una funcion diferenciable. Entonces f induce un mapa
f*: AR(R™) — AR(R") que toma k-formas en R™ a k-formas en R".
Definicion

Seap € R, vy,.... v, € Ry, ysea Dfy : Ry — RY,) la diferencial de f en p.
Siw € A®(R™) es una k-forma. El pullback de w bajo f es la k-forma en R"

fH(@)(P) (va, -, va) = w(f(P)) (Dfp(va), ..., Dfp(vi)).

pullback

frw(v) ——— w(u)

R
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Pullback

Por convencion, si g es una o-forma, entonces f*g = g o f.

Proposicion (Propiedades del Pullback)
Sea f : R" — R™ diferenciable, sean w, p € AR(R™) k-formasy g : R™ — R
una o-forma. Valen

*frlwoty)=fuw+fy

* fr(gw) =f(9)f"(w),

* Sip,...,ors0n1-formas (o1 A ... Ar) = (1) Ao AF(ekr)-

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Formas diferenciales | Alan Reyes-Figueroa Page 11 UVG




Pullback

Intrepretacion de f*: (pullback = cambio de variables)

Sean X = (X4,...,Xy) coordenadas en R",y (y4,...,¥m) coordenadas para
R™. Sea f : R" — R™ funcion diferenciable, con

f=, - fm), yi=fi =5, Xa).

Como £*(dy;)(v) = dy;(df(v)) = d(y; o f)(v) = dfi(v), entonces si
w = Y, w;dy, es una k-forma en R™,

f*w — f*(zw,dy,>:f*(Zw,dy,-1/\.../\dy,-k)
- Zf ) (Frdyi, A ... Afrdy;,)
= Zw'( 1), fm(X)) (dfiy A A dfy, ) (X).

)
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Ejemplo: (Coordenadas polares en R?)
Sea w la 1-forma en V = R? — {(0,0)} dada por

w=— dx + 2 dy.

X2 +y2 X2 +y2

Sea U Cc R? el conjunto U= {(r,0):r >0,0< 6 <2r} =V,y considere el
mapaf:U— R?
f(r,0) = (rcos@,rsinfd) = (x,y).
Calculamos f*w. Como
dx = cosfdr—rsinfdo,
dy = sinfdr—+rcosfdd,

- f*(JJ — I’sm@(cosedr _ rs|n9d9) ’C:’zse(sianl’—i- rcos@d@) = db.
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Operaciones con Formas Diferenciales

Propiedad

Sea f : R" — R™ un mapa diferenciable.
* f*(wAp)=(f*w) A (f*v), para cualesquiera formas w, .
e Sig:RP — R" es otro mapa diferenciable, entonces

(fog)w=g*(fw).

La diferencial: Recordemos que si g : R" — R es una funcion
diferenciable (o-forma), su diferencial es

n ag
dg - Z a_)(l dX,'.
=1

Queremos definir una operacion para k-formas, que generalize el
concepto de diferencial de una funcion.
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La Diferencial Exterior

Definicion
Seaw =Y ,w dx, una k-forma en R". La diferencial exterior o derivada
exterior de w se define como

dw =) dw; A dx;.
I

Ejemplo: Sea w = xyzdx + yzdy + (x + z) dz una 1-forma en R3. Entonces

dw = d(xyz) Ndx+d(yz) Ady +d(x +2) ANdz
= (yzdx+xzdy +xydz) Ndx+ (zdy +ydz) Ady + (dx + dz) A dz
= xz(dy A dx) + xy (dz A dx) +y (dz A dy) + (dx A dz)
—xzdxANdy+ (1—xy)dxAdz—ydy Adz.
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La Diferencial Exterior

Proposicion (Propiedades de la Diferencial Exterior)
Sean w,w,,w, R-formas, ¢ una s-forma.
(a) d((.U1 + CL)z) = dW1 + dw2.

(b) d(w A @) =dwA g+ (—1)kw A de.
(c) d(dw) = d*w = 0.
(d) d(f*w) = f*(dw).
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Integrales de Linea

Sea U C R" un abierto, y sea w = Y, w; dx; una 1-forma sobre U. Sea

7 : [a, b] — U una curva diferenciable (por pedazos) sobre la particion
a=t, <t <...<t =bde]la,b] En casa subintervalo [t;_,, tj], tenemos
que v* es la 1-forma sobre R dada por

oS O
Yw = ;w,(x1(t),...,x,,(t)) o dt

donde ~(t) = (x4(t), ..., Xa(t)).

Definimos
/w—Z/ ’y|lw—/ Zw, xi(t ())%);’)dt
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Integrales de Linea

Decimos que w es cerrada si dw = 0, y decimos que w es exacta en
V subseteqU si existe una funcion f : V — R tal que df = w.

Sin=df esexactaenV,y~:[a,b] — V es una curva diferenciable,
entonces
[n= [ & =fe0) ~fota) = | £
v v Oy

Reescribiendo f = w, tenemos el caso mas simple del Teorema de Stokes

/dw:/ w.
v Oy

Referencia: Do Carmo. Differential Forms.
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