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Vectores Tangentes

Queremos definir vectores tangentes sobre una variedad suaves M.
Recordemos que si v es un vector tangente a U C R" en p, este nos
permite calcular derivadas direccionales de funciones: sip € R",y v € R}
d : +tv) —
() = S 1tp )| = fim f(p +tv) — f(p)

t=0 t—o0 t

Esta operacion es lineal sobre R y satisface la regla del producto
Dy (fg)(p) = f(p) Dv g(P) + 9(P) Dv f(P).

Siv=>"!, ve, entonces la regla de la cadena se escribe como
Vim—
Z 'GX,
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Vectores Tangentes

=Dy=>, v,-a%. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion
Sea p € R". Un mapa w : C*(R") — R se llama una derivacion en p si es
lineal sobre R, y satisface

w(fg) = f(p) w(g) + g(p) w(f).

Denotamos por TpR" el conjunto de todas las derivaciones en p. Observe
que TpR" es un espacio vectorial bajo las operaciones

(W1 +wo)(f) = wa(f) +wa(f), Yy (ews)(f) = ¢ (wf).

Lo mas interesante es que TpRR" es finito-dimensional y que es isomorfo
al espacio geomeétrico de vectores tangentes Ry.
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Vectores Tangentes

Lema (Propiedades de las derivaciones)
Seap e R", w e TpR", y sean f,g € C>*(R"). Entonces
(a) Sif es constantes, también lo es w(f).

(b) Sif(p) = g(p) = 0, entonces w(fg) = o.

Proposicion

Seap € R".

(a) Para cada vector geométrico v ¢ Ry, el mapa de derivada direccional
Dy : C°(R") — R, es una derivacion.

(b) El mapav — Dy es un isomorfismo de Ry sobre T,R".

(c) Las derivaciones 8%\'), e o €on a%\pf = g—)’;(p), son base para TpR"
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Vectores Tangentes

Ahora podemos definir vectores tangentes sobre variedades.

Definicion
Sea M una variedad suave, p € M. Un mapa lineal v : C*(M) — R es una
derivacion en p si

v(fg) =f(p)v(9) +g(p) v(f), Vf.ge C*(M).
El conjunto de todas las derivaciones en p se denota por TpM, y se llama

el espacio tangente a M en p. Los elementos de T,M se l[laman vectores
tangentes a M en p.

* Si M es una n-variedad suave, entonces TpM es de dimension n, y es
isomorfo a Ry.
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La Diferencial

Sean My N variedades suaves (con o sin frontera), y sea f : M — N un
mapa suave. Para cada punto p € M, definimos un mapa

llamado la diferencial de f en p, de la siguiente forma: Dada v € T,M,
hacemos Df,(v) a la derivacion en f(p) que actua sobre g € C>°(N) por la

regla
Dfp(v) (9) = v(g of).
(esto es lo que se llama el pushforward de v bajo f).

Observe que si g € C=(N), entonces g o f € C*(M), de modo que v(g o f)
hace sentido. El operador Dfp(v) : C>°(N) — R es lineal, ya que v es lineal.
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La Diferencial

Ademas, Dfp(v) es una derivacion, ya que para cualesquiera g, h € C>(N)

Dfp(v) (gh) = v((gh)of) =v((gof)(hof)) =g(f(p))v(h(f))+ h(f(p))v(g(f))
= g(f(p)) Dfp(v)(h) + h(f(p)) Dfp(v)(9)-

Y | F(p)

&%) &l [ 1) |

La diferencial.
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La Diferencial

Proposicion (Propiedes de la Diferencial)

Sean M, N, P variedades suaves, p € M,y seanf : M — N, g : N — P mapas

suaves entre variedades. Entonces

(@) Dfp : ToM — Tgp)N es lineal.

(b) D(g o f)p = (DGs(p)) © Dfp : ToM — T(gor(p)P-

(d) Sif es un difeomorfismo, entonces Dfy : ToM — T¢(p)N es un
isomorfismo lineal, y

D(f sy = (Dfp) -

Usamos ahora cartas locales, para relacionar el espacio tangente a un
punto de una variedad con el espacio tangente euclideano.
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Vectores Tangentes

Proposicion
Sea M una variedad suave (con o sin frontera), p € M,y v € TyM. Si
f,g: C>(M) — R coinciden en alguna vecindad U C M de p, entonces

v(f) = v(9)-o

Obs! La proposicion anterior dice que las derivaciones (vectores
tangentes) actiian de manera local.

Proposicion (El espacio tangente a una subvariedad abierta)

Sea M un variedad suave (con o sin frontera), y sea U C M un subconjunto
abierto. Sea i : U — M el mapa de inclusion. Entonces, para cada p € U, el
diferencial Diy, : T,U — TpM es un isomorfismo.
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Vectores Tangentes

Proposicion (Dimension del espacio tangente)

Si M es una variedad suave n-dimensional, para cada puntop € M, el
espacio tangente T,M es un espacio vectorial n-dimensional.

Prueba: Dado p € M considere (U, ») una carta local en p. Como ¢ es un
difeomorfismo del abierto U a un abierto U C R”", entonces Dyp €s un
isomorfismo de T,U a T,p)U. Ademas, de la proposicion anterior

Obs! Existe un resultado analogo para variedades con frontera, el cual
hace uso del lema siguiente: Si i : H" — R" es el mapa de inclusion,
entonces para todo p € 9H", la diferencial Di, : T,H" — T,R" es un
isomorfismo.
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Vectores Tangentes en Coordenadas

Hasta ahora, nuestro tratamiento del espacio tangente a una variedad ha
sido abtracto. Para aterrizarlo, lo que permitira hacer calculos con
vectores tangentes y derivadas en coordenadas locales.

Suponga que M es una variedad suave (sin frontera), y sea (U, ¢) una
carta local en M. Entonces ¢ es un difeomorfismo de un abierto U C M a
un subconjunto abierto U C R", y si q = ¢(p), entonces Dyp : T,U — TqU
es un isomorfismo.

Sabemos que las derivaciones

0
8”1

9
QB

q

forman una base para TqR" (la base canénica). Por tanto, las preimagenes
de estos vectores bajo el isomorfismo Dy, forman una base para TpM.
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Vectores Tangentes en Coordenadas

———4———— oM,
"*— e 1'- d(Dp n
S TyomR

/ ﬁ hf

El espacio tangente en coordenadas locales

Por simplicidad, denotamos a estas preimagenes con la misma notacion
de derivaciones %|p (al igual que en superficies). Six = ¢~ : U C Rg — U

31 =26 () =2l
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Vectores Tangentes en Coordenadas

e,...,e, eslabase canonica de T4R" (vista como vectores),

2| es la base canonica de TqR" (vista como derivaciones),
1lq Oun |lq

o 9 .

aalp o lp €S labasecanonica de T,M

Con esta notacion, todo vector X € T,M se escribe como X =Y &' -2

con & € C=(M). Las derivaciones actian sobre funciones suaves
f € C>°(M) mediante

2l = el Fox) = 2L

dondef fox=foyp'es la representauon coordenada de f, luego
Zf = Zf a—u
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La Diferencial en Coordenadas

Mostramos ahora como se ven los diferenciales en coordenadas.
Considere un mapa suave f : U — V, donde U C R"y V C R™ son abiertos.
Para cualquier p € U, determinamos la matriz Df, : T,R" — T, R™, en
términos de las bases canonicas.

Usando (X, ...,X,) para las coordenadas en U,y (v, ...,ym) para las
coordenads en V, de la regla de la cadena tenemos

0 0 0 of:
0% (5,) @) = a—xjp(gof)zga—ji(f(p))a—ij(m
) NG,
= (%P 5yl ©
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La Diferencial en Coordenadas

af, .
Esto es, Dfp< ‘ ) Z 8x, 8y, o En otras palabras, la matriz de

Df, en las bases coordenadas es
Dfp = <8f' (p)>’,j-

Consideramos ahora el caso general de un mapa suave f : M — N entre
variedades suaves. Elegimos cartas locales (U ,p) parap e My (V ¢) para

f(p) € N, y consideramos la representacion localf pofop™ UV,
conp = so(p)
Entonces, Df; esta representado con respecto a las bases de coordenadas

estandar por la matriz jacobiana Dfa en p.
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La Diferencial en Coordenadas

CQ\ 77777 /\ 4/

(| F®

La diferencial Df, en coordenadas locales.

Comofoy™ ' =¢"of,
(i) = o505 (Gl) = 0 (85

] fi o f
— (DY 1)f@( gx' 3y]‘ ) ng: ay; ’f(P)
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Cambios de Coordenadas

Si (U, ), (V,1) son cartas locales en M, p € NV, denotemos las
coordenadas de o por (x'), y las coordenadas de 1 por (x'). Cualquier
vectora tangente ¢ € T,M puede representarse en ambos sistemas.

El mapa de transicion ¢y o ™" : (UNV) = y(UNV) es
(Yop™ )( ) = (X'(x),....X"(x)),
y su diferencial es

D(¥ 0 ety (i ]p) = > 3—2(%!’)) 5 (o)

j
= D et () = PO Dot (20 2w (P)) 2y
j
- Z%(ﬁ)%‘p‘

T
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Cambios de Coordenadas

Aplicando lo anterior a las componentes de un vector tangente

V=3 Vine|, = v,ax |,» Obtenemos
~; X~
V= a—;(P) Vi

| il i |‘
Y 1o%7 v |
T b- —]r
»(p) v(p)
—_— ——
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Cambios de Coordenadas

Ejemplo: (Coordenadas cartesianas y polares en R?).
Sea p el punto con representacion polar (r,f) = (2,%),y seav € TyR? el
vector con representacion

V= 38r| ‘

Aplicando la transformacion para cambios de coordenadas,

aﬁrp:cos() +sm()§/p:a—yp,
%‘p = —2sin(Z ) +2cos( )%p——z%h’.

_ 50 0 2
Portanto, v =24, o + 3@\'). Basicamente, tenemos

9 I AANE cos(%) cos(%) VY _ xo yo
p TV aalp = (v") - (—2sin(§) 2cos(2) ) \w) v aX‘p—i_v aylp®
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Meétricas Riemanniananas

Sea M una variedad suave n-dimensional, p € M.

Definicion
El espacio cotangente a M en p se define como el espacio dual de TyM:
TpM* = {f : ToM — R : f es lineal}.

Sea —|p, R , la base canonica de T,M. Entonces, T,M* tiene una base
canonica, denotada por dX|p, ..., dXs|p, Que opera sobre T,M por la regla
dxil, (5% 1) = 9

El espacio L>(TpM,R) = {a: TpM x TpM — R : « es bilineal} tiene la base
{dxilp @ dxj|p : i,j=1,2,...,n}.
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Ejemplo: (Formas bilineales en Ry).
Sea e, ..., e, la base candnica para Ry, y consideremos la base dual en el
espacio dual (Rp)*

dX1|p, e an’p, con dX,"p(e}') = (5,']'.
Siv =3 ve; € Ry, al extender la definicion anterior por linealidad

dxi|p(V) dx,|p<2v,e,> = v;dxile(e)) = vi.
j

De la misma forma, siw = Ziw,- dxilp, wi € C*(R"), entonces

v) :Zwi|p<2vjej) :Zw,-( P) V; dx;|p( Zw, p)v; & = Zw,(p
i j i
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La base para L*(R"[,, R) es {dxi|p @ dxj|p : i,j =1,2,...,n}. En este caso,
dxilp ® dx;|p (er, @) = dxi|p(er) - dxj|p(€r) = dik 0je-
Asi
a = Zoz,'j dX,'|p & de|p, con qjj = a(e,-, e,-),
ij
de modo que a € L>(R",R) admite una representacion matricial ().

L2(T,M, R) se llama el espacio de formas bilineales sobre T,M. El calculo
en L>(R"|p,R) se aplica extendiendo por bilinealidad: siv=>".ve;,
w = w;e;, entonces

oz(V, W) = Z Qijj Vi W = v’ (Oz,'j)W.
ihj
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Variedades Riemanniananas

Definicion

Sea M una variedad suave n-dimensional. Una métrica Riemanniana
sobre M, es una asociacion p — g, € L>(TyM, R) que satisface las
siguientes condiciones:

(1) (simetria) gp(X,Y) = gp(Y,X), VX,Y campos.
(2) (positiva definida) gy(X,X) > 0, para todo campo X # o.
(3) (diferenciabilidad) Los coeficientes g;; de la representacién local de g,

9p = Z gii(p) dx;lp ® dxilp
ij

son todos funciones diferenciables C>°(M).
El par (M, g) se llama una variedad Riemanniana o tensor metrico.
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Variedades Riemanniananas

Observaciones
® Toda métrica Riemanniana g define en cada punto p un producto interno gp sobre
TpM. Escribimos gp(X, Y) en lugar de (X, Y). g, determina las nociones de angulos,
longitudes y elementos superficiales (area).
® Sila condicion de que g es positiva definida se reemplaza por no degenerado
(gp(X.Y) =0,VX = X = 0), obtenemos una métrica pseudo-Riemanniana o
métrica semi-Riemanniana).

Ejemplos:
1. La primera forma fundamental I, en superficies es métrica Riemanniana.
2. En el caso de hiperficies en R", también la primera forma fundamental g, = (gj),
con gj = (x;,X;) define una métrica Riemanniana.
3. La métrica de Lorentz es una métrica Riemanniana en el espacio de Minkowski R%.

(")
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Variedades Riemanniananas

Definicion (Mapas compatibles con la métrica)
Un mapa diferenciable f : M — M entre variedades Riemannianas (M, g),
(M, g) es una isometria (local), si para todo p € M, y todos X,Y € T,M se

tiene N
95(p)(Dfp - X, Dfp - Y) = gp(X. Y).
En ese caso (M, g) y (M, g) son (localmente) isométricas.

Similarmente, f es un mapeo conforme, si existe una funcion \ : M — R,
A # 0, tal que paratodop € M,VX,Y € T,M

gf(P)(DfP X, DfP ) Y) = /\2(p) gP(X7 Y)'
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Conexiones Riemanniananas

Queremos definir ahora la derivada en una variedad suave abstracta o
variedad Riemanniana, no solo para funciones escalares C>°(M), sino para
campos de vectores diferenciables. Al igual que en superficies esto nos
llevo al concepto de derivada covariante, sucede algo similar en
variedades Riemannianas.

Definicion
Sean X,Y campos vectoriales suaves sobre una variedad suave M y sea
f : M — R una funcién diferenciable. El corchete de Lie es el campo [X, Y]

dado por X YI0F) = X(Y()) — Y(X(F)).

(también llamado la derivada de Lie LxY de Y en la direccion de X).
Localmente en p € M se tiene [X, Y]o(f) = Xp(Yf) — Yp(Xf).
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Conexiones Riemanniananas

Lemma (Propiedades del corchete de Lie)
Sean X,Y,Z campos vectorialesen M, a,b € R, f,h : M — R funciones
diferenciables. Entonces

(i) (linealidad) [aX + bY,Z] = a[X, Z] + b[Y, Z],

(i) (anti-simetria) [X,Y] = —[Y, X],

(iii) (formula de Cartan) [fX, hY] = fh[X,Y] +f (Xh)Y — h (Y)X,

(iv) (ldentldad de Jacobi) [X,[Y,Z]] + [Y,[Z,X]] + [Z, [X, Y]],

(v) [6u ¥ } =0, | # J, para toda carta local con coordenadas (us, . .., uy).
)

(vi) En coordenadas locales, tenemos

0 0
(6o S ) = S (6 ~0) 3

ij
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Conexiones Riemanniananas

Definicion
Sea (M, g) variedad Riemanniana. Una conexion Riemanniana sobre M, es
un mapa Vv : X(M) x X(M) — X(M)
(X7 Y) — VXY7
que al par (X, Y) les asocia un tercer campo VY, que satisface
(i) (aditividad en el subindice) Vi, x,Y = Vx, Y + Vy,Y,

(ii) (linealidad en el subindice) VY = f VxY,

i) (
(iii) (linealidad en el argumento) Vx(Y; + Y2) = VxY; + VxYa,
(iv) (regla del producto) Vx(fY) = f VxY + (X(f))Y,
(v) (compatibilidad con la métrica) X(g(Y,2)) = g(VxY,Z) + g(Y, Vx2),

(vi) (simetria libre de torsion) VxY — VyX — [X,Y] = 0.
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Conexiones Riemanniananas

Ejemplos:

1. En el espacio euclideano (R", go), go = (), la derivada direccional
V = D es una conexion Riemanniana.

2. En una superficie en R3, o una hiperficie en R""", la deerivada
covariante V, define una conexion Riemanniana, para la primera
forma fundamental.

3. En R3, si definimos VxY = DxY + J(X x Y), entonces V satisface las
propiedades (i) a (v), pero no (vi):

ViY — VyX = DxY —DyX + (X x Y = [X, Y] + (X x Y).
——

torsion
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Conexiones Riemanniananas

Algunas propiedades importantes de las conexiones Riemannianas

Teorema
En toda variedad Riemanniana (M, g), existe una Unica conexion
Riemanniana V determinada por g.

Vale la Formula de Koszul:
29(VxY.2) = Xg(Y. Z)+Yg(X. 2)~Zg(X. Y)~g (Y. [X. Z))~g(X. [Y. Z])~g(Z. Y. X]).

En coordenadas locales, valen las expresiones para simbolos de
Christoffel

Fijikr = (ax ikt o 2 Qi — g,,) ljig=V 2 3,( Z r,,gem FE- = Z Mg
7
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Variedades Riemanniananas
y a’r/k k a
VxY = %:g'((‘?_x, + anrij>67
I? j
que en notacion compacta (calculo de Ricci) es
Vit = f'(%—i +1TF).

Vale la ecuacion de los campos paralelos
_ d77k R ] j 9
ver =3 (Gr®+ Z, D)@ 7)) 51
Vale la ecuacion de las geodésicas

;( +ZXC’|',,>ak 0, R=1,2,....n.
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