UNIVERSIDAD

DEL VALLE
DE GUATEMALA

UVG

EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET Il

ALAN REYES-FIGUEROA
GEOMETRIA DIFERENCIAL (AULA 29) 07.MAY0.2021



Triangulaciones

I

(a) (b)
Triangulaciones para una region regular R.
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Triangulaciones

La pregunta de si es posible triangular cualquier variedad ha sido
ampliamente investigada. Algunos resultados:

* Toda variedad diferenciable (smooth manifold) admite una triangulacion (). H. C.
Whitehead, L. E. ). Brouwer, 1949), (James Munkres, 1967).

* Toda variedad topoldgica (topological manifold) de dimension 1,2 6 3, admite una
triangulacion. Provado para superficies por Tibor Rado (1920s), y para 3-variedades
por Edwin E. Moise y R. H. Bing (1950s).

® En dimension 4, la variedad E8 no admite triangulacion.

® R.Kirbyy L. Siebenmann, (1970s) hallaron ejemplos de variedades en dimension 4
que no admiten triangulaciones lineales por pedazos: contraejemplo al
Hauptvermutung (conjetura principal).

® En 2013, Ciprian Manolescu desprueba la Triangulation Conjecture. Muestra que
existen variedades en dimension > 5 que no son homeomorfas a un complejo
simplicial.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Teorema de Gauss-Bonnet | Alan Reyes-Figueroa Page 2 UVG




Caracteristica de Euler

Definicion

Sea K un complejo simplicial de dimension n. Parad = 0,1,2,...,n, el
d-esqueleto de K es el conjunto Kg = {c € K : dimo = d} de los
d-simplejos contenidos en K. Las cardinalidades

Bi = Bi(K) = |Ki| = dim H;(K, Z),

se llaman los nameros de Betti de K.

Definicion
La caracteristica de Euler de un complejo simplicial K es el nimero
dim KC ] dim KC ]
X(K) =D (=) Bi(K) = D (=) IKil.
i=0 i=0
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Caracteristica de Euler

Propiedades:
* x(K) es un invariante topologico.
* En particular, si R es una variedad topologica (o una region), y K es
una triangulacion para R, vale

* En el caso de superficies, si R C x(U) es una region regular sobre una

superficie, y K es una triangulacion de R, entonces
2

X(R) = X(’C)ZZ(—1)i\Ki|=IICo|—|/C1|+I’Cz|

= V—-A+F.
(V = # vértices, A = # de aristas, F = # de caras).
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Caracteristica de Euler

Ejemplos:

* La caracteristica de Euler de la esfera S es x(S?) = 2.

* La caracteristica de Euler de una superficie compacta orientable de
género g es x(S) =2 — 2g.

* El Teorema de Clasificacion de Superficies Compactas, establece que
toda superficie compacta esta determinada por su caracteristica de
Euler, a menos de homeomorfismo.

o Para Sy orientable: x(Sq) =2 — 29
o Para Ny no-orientable: x(Ng) =2—g

* En general, para superficies o regiones (orientables), con género g, y
b componentes frontera, x(R) =2 —2g — b.

* Para el disco D o cualquier region simple R, x(R) = 1.

* Para el cilindro C=S" x R, x(C) = o.

Teorema de Gauss-Bonnet | Alan Reyes-Figueroa Page 5 UVG

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




Triangulaciones

Recordemos que K es una triangulacion de una region R si:

e T, ;e KyTiNnT; #@ = T;NT, es una arista o vertice comun.

* R=Urer T-
Proposicion
Sea S una superficie regular orientada, R C S una region regular, y sea
X, : U, U.R? — S una coleccion de parametrizaciones positivas tales que
R C U, X.(Ua). Entonces, existe una triangulacion K = {T;}7_, de R de
modo que para j =1,2,...,r existe a; con T; C X,,(Uq,)-
Mas ain, si orientamos los 9T; positivamente, triangulos adyacentes
inducen orientaciones opuestas sobre la arista comun.

Obs! Sabemos que cada triangulo T; de la triangulacion K esta contenido
en la imagen de una parametrizacion ortogonal (F = 0).

Teorema de Gauss-Bonnet | Alan Reyes-Figueroa Page 6 UVG

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




Teorema de Gauss-Bonnet

Nuestro objetivo ahora es elaborar una version del Teorema de
Gauss-Bonnet para una region regular R limitada cualquiera.

Sea S superficie orientada, x : U C R? — R3 parametrizacion regular, y sea
R C x(U) una region regular, cuya frontera dR esta parametrizada por una
curva « : [a, b] — x(U), regular por partes,ena=t, <t, <...<t,=b,y
parametrizada por longitud de arco,y OR = o, U ... U a.

Entonces

Teorema (Teorema de Gauss-Bonnet global)

C
/Kd5+/ kg ds + Y 0, =2mx(R).
R OR —1
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Teorema de Gauss-Bonnet

Prueba:
Sea K = {T;}{_, una triangulacion de la region R (sobre S), orientada
positivamente. Para cada triangulo T, el teorema de Gauss-Bonnet local

establece
3
/de+/ KgdS+ > Op=2m, j=12,...r
T: 15)

j Ti k=1

donde 6;,,6;,, 6;; son los angulos externos a T;.

Denotamos
V = ndamero de vértices en K,
A = ndmero de aristas en K,
F = nOmero de caras o regiones triangulares en K.
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Teorema de Gauss-Bonnet

Sumando las ecuaciones anteriores, paraj =1,2,...,r, obtenemos

r 3
[xds+ [ wgds+ 37"t~ 20F (1)
R OR

j=1 k=1
Los angulos internos de los triangulos T; son

r 3 r 3 r 3
ep=m— O = DD Op=D>_ D (T—w)=31F =) > &
j:‘l k=1 j:’l k=1 j:’l k=1
Entonces (1) puede escribirse como

r 3
[xds [ ngds =373 e = —aF. ()
R OR

j=1 k=1
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Teorema de Gauss-Bonnet

Observe ahora que en una triangulacion K tenemos varios tipos de

vertices:
& T
L ejp=w

Denotemos

V; = namero de vértices internos en K,

V. = nlmero de vértices externos en K,

V. = nlmero de vértices externos que son vertices de la curva dR,

Vi = V., — V.= nimero de vértices externos de la triangulacion K.
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Teorema de Gauss-Bonnet

y 3 . .
A; = namero de aristas internos en K,

A. = numero de aristas externos en K.

Como las componentes a; de JR son curvas cerradas, entonces V, = Ae.
Ademas, en la triangulacion K vale 3F = 2A; + A,
= A, +3F =2A; +2A, =2A = A, =2A — 3F.

Entonces
r 3

Zzejk = 37TF—ZZQOjk:7T(2A;+Ae)—Zngjk

j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1

roo3
= 27A; + TA. — ZZ%’*'

j=1 k=1
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Teorema de Gauss-Bonnet

r 3 r 3
:>229jk = 27TAi+7TAe—ZZg0jk

j=1 k=1 j=1 k=1

C
= 27A; + TAe — (27TV,' + Vi + Z(T{' - 9g)>
£=1

C
= 2mA + 1A — 21V — 7V — 7V + ) 0
=1

C
= 2mA; + TAc + (tAe — mVe) — 27V — 7V — 7V + ) 0
=1

= 271(A; + Ae) — 2m(V; + Ve) Jr§:94_27rA—27rv+ZeZ

UNI\/ERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Teorema de Gauss-Bonnet | Alan Reyes-Figueroa Page 12 UVG




Teorema de Gauss-Bonnet

Sustituyendo lo anterior en (1), resulta

/Kd5+/ Hgd5+<27rA—27TV+ZQg>:27TF. (3)
R AR —

Como la caracteristica de Euler de R se calcule mediante la triangulacion
K como x(R) =V — A+ F, entonces (3) equivale a

C
/KdS—I—/ ﬁgds+20g = 27V —27A 4+ 27F
R AR =

= 2n(V—A+F)
= 2mx(R). o
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Corolario
Si R es una region simple sobre S, (satisfaciendo todas las hipétesis en el
Teorema de Gauss-Bonnet), entonces

C
/KdS+/ Kgds+ ) 6, =2m
R oR i—

Prueba: Si R es una region simple, entonces x(R) = x(D) = 1.

Corolario
Si S es una superficie compacta, orientable, entonces

/S KdS = 21x(S).

Prueba: En este caso,R=SyoR=92 = > 6§, = 0.
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Corolario (Triangulos geodésicos)
Si R es un triangulo geodésico sobre S, con angulos internos 4, ,, ¢,

entonces 3
Z pi=7m+ / K dS.
i=1 R

Prueba: ;=7 — ¢;, 1 =1,2,3 = > 6; =37 — >_ ¢;. Por Gauss-Bonnet
3

/Rde+/8Rngds+ (37r— Zgo,-) = 2mx(R).

i=1
Como R es region simple = x(R) = 1. Ademas, como los lados de R son
geodesicas, entonces k4 = 0 sobre 9R. Asi

3
Z<p,-:7r+/l<ds.EI
— R
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Corolario
Toda superficie compacta, conexa, orientable, con curvatura positiva, es
homeomorfa a S

Prueba: Sea S orientable, compacta, conexa con curvatura K > 0. Por

Gauss-Bonnet
2m1(S) = /de -0 = \(S)>o0.
S

Como S es compacta, también x(S) = 2 — 2g, donde g es el género de S.
\
En particular, la Gnica posibilidad es que g = o. = ((

Por el Teorema de clasificacion de superficies
compactas, S ~ $*. P
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Corolario

Sea S superficie orientable, con K < 0. Entonces, dos gedesicas v, 7. en S
que parten de un punto p € S no pueden encontrarse nuevamente en un
punto q € S de tal forma que los trazos de v, y ., constituyen la frontera
de una region simple R C S.

Prueba: De Gauss-Bonnet, /KdS + 6, + 0, = 27.

R
Como 0,,0, < w (;por qué?) = 60, + 6, < 2«

:>/Kd5>o.
R

Pero K < 0, un absurdo.
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Corolario

Sea S una superficie homeomorfa al cilindro S' x R, con K < 0. Entonces,
S posee a lo sumo una geodeésica cerrada simple.

Prueba: Tenemos dos curvas cerradas posibles sobre S:

R ~ D?

/‘
/%
o PN

v

R:RzQ{o}
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Como K < 0, y por el corolario anterior, una geodésica cerrada ~ sobre S
no puede ser simple. De lo contrario, v encierra una region R,
homeomorfa al disco D, pues OR consistiria de dos geodésicas,
encerrando una region simples (—<). Portanto el primer caso no ocurre.

Supongamos ahora que 74, 7. son geodésicas cerradas simples sobre S,
como en el segundo caso. Tenemos de nuevo dos posibilidades:
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El caso 1, N, # @ es imposible. En ese caso, la region limitada R
(limitada por 7, y 1») seria una region simple limitada por dos geodésicas,
lo cual contradice de nuevo el corolario anterior.

Luego, 7, N v, = &. Entonces la region comprendida entre +, yy, es
homeomorfa al cilindro S" x R = y(R) = 0. Por Gauss-Bonnet

o>/KdS:27rX(R):o,
R

un absurdo (—+-). Este caso tampoco es posible.

Portanto, existe a lo suma una geodésica cerrada simple.
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