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Motivacion

;Cuanto suman los angulos internos en un triangulo?

Respuesta: Depende de la geometria donde yace dicho triangulo.

Una primera version del teorema fue dada
por Gauss en 1848, y trata sobre triangulos
geodésicos.

Afirma que el exceso sobre 7 de la suma de
los angulos internos en un triangulo
geodésico T es la integral de la curvatura:

3
Zcpjzﬂ—i-//KdS.
j=1 r

P. 0. Bonnet: extension a regiones acotadas y a superficies compactas.

Geodesic

Geodesic
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Preliminares

Recordemos que six : U C R? — S es una parametrizacion ortogonal de S
(esto es F = 0), entonces la curvatura de Gauss es

0/ G, 0 v
K——NE(%Qﬁ +a(¢£ﬁ>>- ()

Proposicion

Sea S superficie reqular en R3, p € S. Entonces, es posible encontrar una
parametrizacion x : U C R? — S, definida en una vecindad U de q = x'(p)
talque F =0en U.

De (1), KVEG = 35 (3&) + 5/(F%)), observe que el término en el lado

izquierdo v EG tiene una interpretacion geométrica, pues
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Preliminares

Jras= [ gexvEGauar

Por otro lado, el téermino del lado derecho tiene una estructura similar a
una divergencia V - H, para algiin campo vectorial H en R? (pues
V-H=divH = Z(H,) + 2(H,).

Definicion

Una region regular Q C S es un abierto conexo de S, con cerradura
compacta en S, cuya frontera 9 es union finita disjunta de curvas
cerradas simples, cada una diferenciable por partes.

Una region regular es simple si es homeomorfa a D.
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Preliminares

Teorema (Teorema de la Divergencia)

Sea Q C R? una region regulary sea X = (P,Q) = P2 + Q£ un campo
vectorial sobre Q. Sean = (v, —u’) el vector normal umtarlo a la curva
0Q = a(s) = (u,v). Entonces

/dideudv:/ X-nds.
Q oQ

Esto es, si a: [a, b] — 99, con «(s) = (u(s), v(s)) es diferenciable en cada
subintervalo de la particiona =t, < t, < ... <t, = b de [a, b], entonces

/ <gz 88 du dv—z / s) — Q(a(s))u'(s)) ds.
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Preliminares

Definicion

Sean S C R3 una superficie orientada, 9Q = ¢, U ... U ¢,. Diremos que una
parametrizacion «;(s) de ¢, i =1,2,...,n, |&i(s)| = 1, es positiva si

n;(s) = N x «;(s) apunta siempre para adentro de Q, i =1,2,...,n.

En ese caso, diremos que 0S) esta positivamente orientada.

ME asdae

Simples No simples Diferenciable a partes
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Preliminares

Si S es superficie orientada, x : U C R? — R3 parametrizacion ortogonal
de S,y R C x(U) es una region regular simple, con 9Q = a(s)
positivamente orientada. Aplicando el Teorema de la Divergencia a

X= (7% &)y

/de - / K\EG du dv = —1/ divX du dv

R x~'(R) x~(R)
n t:

= —= —V/(s) — —==U'(s)) ds.
2Z/( 2 (s) - (o))
e el lado derecho anterior no depende del sistema de coorenadas.
* /. K s6lo depende del comportamiento de S en una vecindad de JR.
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Preliminares

Recordemos de la clase anterior (Aula 27) que la curvatura geodésica de
una curva q, [o’| = 1, esta dada por

kga(S) = [Vad/(S)] = (Vad/(s), N x &/(s)).
Recordemos también que si X, Y son campos tangentes unitarios, y ¢ es
el angulo entre ellos, entonces ¢'(s) = [VaY(s)] — [VaX(s)].
En particular, si X(s) = "”(“ )y Y(s) = o/(s), tenemos [X(s)| = |Y(s)| =1,V
Lema
Sea S superficie orientada, x : U C R? — R3 parametrizacion ortogonal de

S,y a(s) : I = x(U) una curva con |o/(s)| =1, Vs € I, positivamente
orientada. Entonces

ra(s) = 3 (e v(s) — 2 u(s)) + goels)
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Preliminares

Prueba:
Observe que
v A rXe N Xew 1T EGXyN Xoo 1 EXyN
X5)= g (2) = (T2 8r) VO + (52 52) VO
Como N x X = 2y [VoX] = (Vo X, N x X) = (VoX, Z£), entonces

VX = KXol gy KovXa) gy

VEG VEG
De <xuwxv> = %<xwxv>u = %Gu y <XUU7XV> = _<XU7XUV> = _%<xmxu>v = _%Ew

obtenemos la expresion requerida

a(s) = 2 ( V() - L u(s)) + fel6)

donde ¢(s) es el angulo de X(s) a &/(s). o
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Preliminares

Tomemos ahora una region R C x(U) regular y simple, cuyo borde dR es
positivamente orientado. Consideramos una parametrizacion

« : [a,b] — R? de x'(9R), regular por partes en los subintervalos de
a=t, <ty <...<t,=>b.

Denotamos por ¢; al angulo ¢; = o/(t].*) — /() (angulos externos a dR)
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Preliminares

Teorema (Indice de Rotacion)
Para una curva cerrada y simple « : [a,b] — R?, regular por partes, en
a=t,<t;<...<t,=>b,vale

n

> () — giltiza)) + > 6 = 2.

=1 =1

Aqui, y;(s) mide el angulo desde e, a oj(s) (esto es, el angulo externo a o
en el vértice j); y el signo depende de la orientacion de a.
Prueba: Basta considerar

n

n b
Z (@j(t;‘) - ‘Pj(tj—1)) + Z t; = / 6(s) ds = 27 Index(ar) = £27.
j=1 a

j=1
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Teorema de Gauss-Bonnet

Sea S superficie orientada, x : U C R? — R3 parametrizacion regular, uy
sea R C x(U) una region regular simple, cuya frontera oR esta
parametrizada por una curva « : [a, b] — x(U), regular por partes, en
a=t, <t <...<t,=Db,yparametrizada por longitud de arco, con
vector normal unitario a dR, dado por n(s) = (V/(s), —u'(s)).

Entonces

Teorema (Teorema de Gauss-Bonnet local)

n t: n
/Kd5+§ /}/-ega(s)ds+§ g; = 2m.
R . t: -

j=1 =1 J=1

n
Esto es, /Kd5+/ /agds+20,- = 2.
R 9R P
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Teorema de Gauss-Bonnet

Prueba: Definamos X = (&, 2-), n = (v, —u’). Por el lema, tenemos

t:

5 j 1 G, dv E, du n i
Z/t roals)ds = Z/ 2 st_\ﬁds)d”}z;/t“dsw(S)ds
n 51,6,
= = dv
,2/9_12(\/@ )+Z% 0

n 4 : | . t
Z/t 2X.nds+Z<ﬂj(S)ti1—Z//2 dledudv+Z<pj(5) )
j=1 =1 j=1 j=1 P

n n
= Z// *K\/Edu dv + Z ((pl(t}) _ @(tj71))

j:1 j:1

n
= - KdS — 0; + 2.
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Teorema de Gauss-Bonnet

De ahi que
n tj n
/de+2/ Kga(s)ds+ Y 6 =2m.
R =t =
Obs!

* El Teorema de Gauss-Bonnet local, sobre una region regular R,
combina informacion geométrica de diferentes naturalezas: la
curvatura gaussiana en R, la curvatura geodésica en 9R, mas
informacion de los angulos externos.

* Existe una version global de Teorema de Gauss-Bonnet sobre una
superficies compacta S. Esta combina ademas, informacion
topologica de S.

Mencionamos ahora varios conceptos topologicos que seran de utilidad.
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Simplejos

Definicion
El simplex estandar o n-simplex A", es el subconjunto
de R™" definido por "
n
An = {(tov"’7tn) eRn+1 : Zti = 1yti 2 07 VI}

i=0
2-simplex A? C R3.

O\ A AN

Simplejos estandar A", paran = 0,1,2,3.
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Simplejos

* Los vértices del n-simplex estandar son lo puntos
€.e,,...,e,c R,

e = (1,0,0,...,0), e,=(0,1,0,...,0), ..., € =(0,0,0,...,1).

e Denotamos al n-simplex A" por [eo, e, ..., ;]
* Un conjunto de puntos vo, V,,...,Vv, € R"" (con
V, —Vo,V, — Vo, ...,V, — Vo Li.), define un n-simplex arbitrario
o = |Vo,Vs,...,Vp] C R"™ por mediante el mapa
n n

o = [Vo, Vs, ..., V] :{x:Zt,-v,-eR'”r1 : Zt,-:1yt,-zo, Vil

e Hay un homeomorfismo natural de A" a [vo,v1, ...,Vp], dado por

Zte, — Ztv,
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Simplejos

Definicion

Sea o = Vo, Vs, ...,Vy] un n-simplex en RP.

Cualquier m-simplex, 0 < m < n, formado de los vertices de o, es llamado
una m-cara de o. En particular, los o-caras son los vértices de o; las
1-caras son las aristas de o; y las (n — 1)-caras son las caras (faces) de o.

En particular, la i-ésima cara de o es o; = [Vo, ... ,Vi_1, Vi, ..., Vp].
Definicion
Decimos que un n-simplex o = [V, V,, .. .,V,] tiene una orientacion
positiva si det[V,,V,, ..., V,] > 0. El borde (con signo) de o se define como
n n
0o => (=1)'gi =Y (=1) Vo, ... Viis, Vi, .-, V],
i=0 i=0
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Simplejos

UOT—D—T v, a[‘UO,’Ul] =[v,] - [vo]
vZ
olvg, vy, o] = [V, 5] = [V, 5] + [V, v, ]
‘UO Ul
Uy

e 0[Vg, V1, Un, V3] = [V, Vs, V3] — [V, Vs, V3]
v + [vg, vy, v3] = [Vg, V1, V5]
0 '“1
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Complejos Simpliciales

Definicion
Un complejo simplicial es un conjunto finito de simplejos K de R", que
cumple las dos condiciones siguientes:
* Si un n-simplex o pertenece a K entonces todas sus m-caras
pertenecen a K, parao < m < n.
 Sidos simplejos o, T de K se cortan, entonces su interseccion c N 7 es
una cara comun.

g

(a) A simplicial complex (b) Missing edge (c) Shared partial edge {d) Nonface intersection

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Teorema de Gauss-Bonnet | Alan Reyes-Figueroa Page 18 UVG




Complejos Simpliciales

Definicion
La dimension de un n-simplex o es dimo = n. La
dimension de un complejo simplicial K se define por

dim K = max{dimo : 0 € K, o es simplex}. . A'
O

Los complejos simpliciales pueden ser estructuras
muy complicadas. Nos interesa aqui solo los
complejos de dimension < 2.

Obs! Si S C R3 es una superficie, nos interesan las imagenes de complejos
simpliciales en U C R?, bajo la parametrizacion x : U C R? — R3.
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Triangulaciones

Definicion
Una triangulacion de un espacio topolégico X es un complejo simplicial K
homeomorfo a X, junto con un homeomorfismo h : K — X.

Obs! Tipicamente, los elementos de esta triangulacion son simplejos de
la misma dimension dim X.

En el caso de superficies

Definicion

Una region regular simple R sobre una superficie S C R? es un triangulo si
OR posee tres vertices (esto es, si R es la imagen parametrizada de un
2-simplex). En ese caso, una triangulacién de R es un complejo simplicial
K formado por una coleccion (finita) de triangulos y sus caras, de forma
que K es homeomorfo a R.
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Triangulaciones

I

(a) (b) (©)
Triangulaciones para una region regular R.
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