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Campos Tangentes

Sea S una hiperficie en R"*", parametrizada por x: U C R" — R"*",

Definicion

Un campo de vectores tangente a S es un mapa X : S — R"*" tal que
X(p) € TpS.

Decimos que X es diferenciable si X o x : U C R" — R"*" es diferenciable
para toda parametrizacion x de S.

Escribimos

X = Zflaul Zfixia X(p) - (§1(p)a7§n(p))7

la representacion de X en la base canonica local de T,S. X es de clase C,
si las & = &(p) son todas de clase C*.
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Campos Tangentes

Ejemplos de campos vectoriales tangentes a superficies.
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La Derivada Covariante

Recordemos de calculo que en un espacio ambiente R"*" tenemos la
nocion de derivada direccional (de funciones)

DF(X) = lim flx +tv) —f(x)

t—0 t

Nos interesa desarrollar una nocion de derivada direccional para campos
vectoriales. En el caso de superficies, esta derivada aplicada a campos
tangenciales (en el plano tangente), puede tener una componente
normal, y perderia el caracter intrinseco.

El concepto de derivada covariante pretende dar una nocion de derivada
direccional, pero manteniento la propiedad intrinseca.
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La Derivada Covariante

Definicion
SeaY : U C R" — R""™ un campo vectorial diferenciable, y sea X un vector
direccional sobre un punto p € U fijo, esto es (p,X) € T,R"™". La expresion

t—0 t

se llama la derivada direccional de Y en la direccion de X.

Propiedad

DxY(p) esta unicamente determinada por el valor de Y a lo largo de una
curva diferenciable ~ : (—¢,e) — R, con v(0) =py~'(0) = X:

DY(p) = S(von(t)] = tim YOV

t=0 t—o0
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La Derivada Covariante

Consecuencias:

e Las derivadas parciales de Y corresponden al caso X = e;, con

{e,,...,e,} la base canonica de R". Tenemos asi D¢ Y = %.
1

En particular, si X = >, X;e;, entonces

oY
DxY(p) = > XiDe,Y = Zx,-&.
. . 1

e Para una hiperficie n-dimensional S, dada por x: U C R" — R"*"
denotemos Y un campo vectorial diferenciable a lo largo de x, y X un
vector tangente a p = x(q) € S. Entonces,

DxY(P) = Diow)+(pyx¥(q) = lim (Y(a +t(Ox)"'(p) - X) — Y(a)

t—o t
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La Derivada Covariante

En este caso, y(t) = x(q + t(Dx)~"(p) - X) es una curva sobre S tal que

Y (0)=X.
e La derivada de una funci()n en la direccion de la i-ésima coordenada
u; es precisamente Dex = = X;.
I
Se sigue que

o1
DQY(p):thm—(Y(u1,...,u,-+t,...,u,,)—Y(u1,...,u,-,...,u,,)).
Bu,- —)Ot

En particular,

D OX 0*X
33,‘ ou; — duou;
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La Derivada Covariante

Definicion
Si X, Y son campos vectoriales tangentes a una hiperficie S, parametrizada
porx: U C R" — R" entonces

VxY = (DxY)" = DxY — (DxY,N) N,

donde N es el campo normal unitario a S, se llama la derivada covariante
de Y en la direccion de X.

Obs! VxY es también un campo vectorial tangente. La componente
normal a DxY es la segunda forma fundamental de x, ya que la igualdad
(Y,N) =0 = (DxY,N) =1I(X,Y). En consecuencia (DxY,N) = —(Y, DxN).

Podemos escribir entonces
DxY = DxYT + DxY* = VxY + lI(X, Y)N.

Geodésicas Il | Alan Reyes-Figueroa Page 7 UVG

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




La Derivada Covariante

La derivada covariante V., v sobre S.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Geodésicas Il | Alan Reyes-Figueroa Page 8 UVG




La Derivada Covariante

Observaciones:
e En el libro de Do Carmo, la derivada covariante se denota por D.

e Es importante diferenciar entre ambos operadores diferenciales Dy
V (derivada direccional y derivada covariante): D esta definida para
campos vectoriales en el espacio ambiente R"™", mientras que V solo
esta definida para campos vectoriales tangentes a S.

* Para una funcion escalar ¢, se tiene Dyxp = Vxp (en general para
campos vectoriales, DxY # VxY).
Podemos multiplicar tales funciones escalares, punto a punto, con
campos vectoriales:

pX denota p — (¥X)(p) = (P) X(p)-
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La Derivada Covariante

Proposicion (Propiedades de Dy de V)

1. D<P1X1+<P2X2Y = 1 DX1Y + §02sz Y7
V¢1x1+4‘02)(2y = g01Vx1Y + QOQV)QY. (llnealldad)
2. Dx(Y:+Y,) = DxY, + DxYs,
3. Dx(¢Y) = ©DxY + DxyY,
Vx(pY) = ©VxY + VxpY. (regla del producto)
4. DX<Y17Y2> = <DXY17Y2> + <Y‘|7DXY2>7
Vx(Ye,Ys) = (VxYq,Ys) + (Y;, ViYs). (regla de Leibniz)
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La Derivada Covariante

La conmutatividad falla: en general DxY # DyX'y VY # VyX.

Ejemplo: Sean e,, e, la base candnica de R?, con coordenaas (x;, X,).
Observe que D, e; = 0.
Eligiendo X = x,e, = (0,X,),y Y = €, = (1,0), se tiene

DXY — DX1e2e1 - X1Deze1 - O,
DYX — De,| (X1e2) — X1De1e2 + De1X1e2 — g_ﬁi:ez — ez-
Definicion

Para dos campos vectoriales X, Y sobre una hiperficie
S, definimos el corchete de Lie (Lie bracket) de Xy Y

como
[X,Y] = DxY — DyX.
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La Derivada Covariante

* Si X,Y son campos tangentes, se tiene [X, Y] = VxY — VyX.
* Six es de clase C?, vale
[Q %} _ 0?X B 0°X
6u,~’ 8Uj 8“,‘8Uj 8u,-8u,-

= 0.

* En coordenadas arbitrarias, siX =) _; g—;‘, Y= mx -, entonces
on; (95
XY= (&5 ’)
X.Y] ; g’Gu, "ou;) ou;”

Esto se abrevia por [X, Y]; = X(Y;) — Y(X)).
e Una condicion necesaria para que Xy Y sean campos base X = 8u ,
Y = % (i.e. formen una base en cada punto de S) es que [X, Y] = o.
J
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La Derivada Covariante

Teorema
La derivada covariante V es una cantidad intrinseca: sélo depende de la
primera forma fundamental.

Prueba:
Sean X =}, gjg—j, Y=>% nja . Para determinar VY, es suficiente

conocer (VxY, 533‘> VR. De las propiedades de V tenemos

VY = Zg,vaxv Zflzvax(n,a )
B an; OX 19).4
- Zg’(c‘)uj,au, 5’5 8u,>'
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La Derivada Covariante

En consecuencia,
0
() = LGy ) * 2 0,)
= Z€I< xjaxk =+ 7 xl]7xk> Z&I( gjk+7]} Uk>

Se suele usar la notacion I, = <V§—"g_‘:(;" Bu-) = (Xij, Xg). Ya mostramos
Ui

(ver Aula 23) que ]
Cije = > (0:Gj + 0iGik — OkGij)- O

Obs! En la notacion de Einstein, esto es (VxY,Xg) = 5"(2—3’:9,% + nfrfjggk).
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Simbolos de Christoffel, version general

Para hiperficies en R"*", tenemos
Definicion

i) Las cantidades Cije = <V o x DX

aul.a 3_Uk> - <xij7xk>7

se llaman los simbolos de Chnstoﬂ'el del primer tipo.
ii) Las cantidades Fg. definidas por

R
X} —vax Zr,,g‘;k

se llaman los simbolos de Christoffel del segundo tipo.

Obs! Vimos que (Aula 23), estas cantidades satisfacen Fk = rﬂ, Fik=Tjiry
Ciik = D0 rf,-gek-
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Simbolos de Christoffel

En consecuencia,
377k R OX
ik j

En notacion compacta, esto es
VxY =¢ ( + I )
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Ecuacion de las geodésicas

Consideremos ahora « : (—¢,¢) — S una curva diferenciable sobre una
superficie S, parametrizada por x : U C R" — R"*™", y sea «(0) = p.

Definicion
Sea X un campo vectorial tangente a S. La derivada covariante de X a lo
largo de o es

_d _ o X(a(t)) — X(p)
= e elo] =i TR

VaX(p)

En particular, como o’ define un campo vectorial tangente a S, definido
sobre la trayectoria de o, podemos escribir

V.o = (a”)7, la componente tangencial de la aceleracion de a.
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Ecuacion de las geodésicas

De la teoria de geodésicas desarrollada en la clase anterior (Aula 25),
tenemos

Teorema (Caracterizacion de las geodésicas)
« : [a,b] — S es una geodeésica, si y solo si,

Voo (t) =0, Vt € ]a,b].

Prueba: Basta recordar que

o es geodésica & o/(t) € TynS™ & V.d/(t) = (/(t) =0, Vt.
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Ecuacion de las geodésicas

Sean X = >, 2% s Y a(t) = > ;a;(t)e; las coordenadas de la curva a.
Entonces

VoX = (Xoa)(t (Z[g’x’ )
.
S (s,- A(a(0) +6 3w 01(0)
Z(gi’xi a(t)) +Z §iq; £)%;)
= D GXet D ¢ jzri}' k
k ij k
= Y (g + S aart)x
k ij
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Ecuacion de las geodésicas

En particular, cuando X = ¢/, se tiene que
R
Ved =) (a;’ +) a}F,-j)xk.
k ij

Hemos probado

Corolario (Ecuacion de las Geodésicas)
Una curva « : [a,b] — S es una geodesica, si y solo si

> (a;’ +) aa r,fj-)xk —0. (2)
ij

R

Esto es, a es geodésica « vale el sistema de EDO |aj, + I} (a') (@) = 0},

parak=1,2,...,n.
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Ecuacion de las geodésicas

Geodesic Equation of Motion

Curvature of trajectory

NI\

Desul] c
dx +rdxdx _0

ds’ ﬂ/ b ds ‘{%9
Path length element

Christoffel symbol

Generalized gradient
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