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Teorema Egregium

Observaciones:
* La curvatura media H no es una cantidad intrinseca. Por ejemplo, el
plano y el cilindro son superficies localmente isométricas, pero
Hpiano = 0, mientras que Hjjindro = 5

* Las condiciones de compatibilidad (3.) y (4.) conducen a las
ecuaciones de Mainardi-Codazzi
ev—fu = erlz +f(r$2 - I_11) - grfw
fv - gu = er;z +f(r§2 - r;1) - gr;.
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Teorema de Bonnet

Teorema (Teorema de Bonnet / Teorema Fundamental de la
Teoria Local de Superficies)

Sea U C R? abierto conexo. Dadas funciones diferenciables
E,F.G,e f,g:U—R,conE>o0,G>0,EG— F? > 0,y que satisfacen las
condiciones de compatibilidad (1-4), y dado un punto q < U.

Entonces existe una vecidad V C U de q, y una parametrizacion x : V — R3
talque E,F,Gye,f,g son los coeficientes de la primera y sequnda forma
fundamental asociada a x.

Mas aiin, si X : U — R3 es otra parametrizacion con los mismos
coeficientes E, F, G, e, f, g, entonces existe un movimiento rigido

T:R3 - R3talquex =Tox.
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Teorema de Bonnet

Esquema de Prueba: Comenzamos con un resultado preliminar

Lema (Existencia y unicidad para EDP’s)
Sean ( : U CR* = R", fi : U x R" — R" funciones de clase C?> que
satisfacen el sistema de EDPs

fi+fuli=Ffi+fie¢h 1<i<k1<j<n. (1)

y dado un punto inicial (x,,¢,) € U x R", entonces existe una vecindad
V C U de X, y una tnica funcion ¢ : V — R" solucion del problema
Gy 0 .
hix) = f 1<i<k 1<0<n;
8)(,' (X) f, (x7 C(x))7 — I — 9 — —= nv (2)

((X) = Co- o
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Teorema de Bonnet

Suponga que las funciones ¢ : U C RF = R", fi : U x R" — R",
i=1,2,..., kR satisfacen el sistema de EDPs

9G

S0 =), 1<i<21<0<3, (3)

donde la ¢ y las f; son clase C2. Entonces, estas cumplen las ecuaciones

of; a¢* of; ¢’ . .
" TS fey LTS <i< <j<s.
Escribimos ¢ : R? — R? la solucion que describe el triedro local
{Xu, Xy, N}, esto es ¢(u,v) = (x,(u,v),x,(u,v),N(u,v)) € R con
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Teorema de Bonnet

Cu = (Xyu, Xvu, Ny), (5)
Cv= (xuwwi Nv)>

ecuaciones en términos de los coeficientes F,fj., h;y d;, y las ecuaciones

de Mainardi-Codazzi como ecuaciones de compatibilidad.

Elegimos como condicion inicial el punto qo = (Uo, Vo) € U,y
Co = (Xu(qo), Xv(Go), N(Go)) = (G105 G20, (30), tales que
<C1o, C1o> =E, <C10aC20> =F, <<207 <20> =G,
(G105 G30) = 0, {C20,C30) = O, (30, C30) =1,

y G0 X G0

G0 = G0 X Caol
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Teorema de Bonnet

Por el Teorema de existencia y unicidad para EDPs, sabemos que el
sistema (5) admite solucion Gnica en una vecindad V C U de q.
Denotamos esta solucion por ¢.

Consideramos el sistema x, = ¢;, X, = ( y verificamos las ecuaciones de
compatibilidad ¢, = (,, a partir del sistema de EDPs (5). Eligiendo
qo = (Uo, Vo) como condicion inicial, resolvemos el problema

{xu = (1, Xy = (o,

X(Uo, Vo) = Po.

(este problema también tiene solucion en V debido al teorema de
existencia y unicidad de EDPs).
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Teorema de Bonnet

Luego, verificamos que x es parametrizacion.

Conseramos ahora el sistema

Th = <xU7XU> = C’H Th = <XU7XV> = C27 7]3 = <xV7xV> - C3’
Ny = <XU7 C3>7 s = <XV7 C3>7 Tle = <C3a C3>7
con
Niv = Tjv-
Finalmente, se revisaque E =1, F=17,G=15,0=1, 0=1Y1 =16 €S
una solucion del sistema anterior.

Por unicidad de la solucion, E, F, G, e, f, g debe ser los coeficientes de la
primera y segunda forma fundamental de x en todo punto.
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Teorema de Bonnet

Ahora, en caso de existir otra parametrizacion x : U — R3 que satisface
las mismas condiciones de la hipotesis para x, la prueba de la “unicidad”
a menos de movimientos rigidos es similar a la indicada en el caso de
curvas:

e tomamos para el tiempo inicial t, de la condicion inicial, los triedros

((do) = (Xu(8o), X(Qo), N(Go)),  ¢(Ao) = (Xu(@o), X (do), N(@o)).

* definimos M : R?* — R? el cambio de base que lleva el triedro ¢(qo) en

¢(qo), y definimos la transformacion rigida T : R? — R3 por

T(p) = (¢(Qo) — ¢(Qo)) + M(P).

* Extendemos a todo el dominio U de la solucion ¢ y mostramos que T
preserva los triedros locales en todo punto.
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Ejemplo 1: (Cilindro de radio r) Consideramos la parametrizacion del
cilindro x(u, v) = (rcosu, rsinu, v).
Tenemos X, = (—rsinu,rcosu,0),X, = (0,0,1) = E=r’, F=0,G=1.

Luego
o=@=(5 9). =@ =(" 9)

Recordemos la ecuacion de los simbolos de Christoffel
1
rﬁ- = Egek (0:9je + 8Gic — 0:9jj)-

M = %gﬂ (81911 + 019 — 81911) + %gm (81912 + 0192 — a2911)
= }(r?)(0o+0-0)+i0)(0+0—-0)=0.

2
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De igual forma, 2, T, 12, T1,. T2, son todos o.
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Ejemplo 2: (Esfera de radio r) Consideramos la parametrizacion de la
esfera x(u,v) = (rsinvcosu, rsinvsinu, rcosv).

=,Xy, = (—rsinvsinu, rsinvcosu,0), X, = (rcosVcos U, rcosVsinu,—rsinv)
= E=r?sin’v,F=0,G=r? Luego

r? vV O _ i 1/r?sin’v 0
G:(gij):( Sg] r2)7 G1:(g”):(/ ;m 1/I‘2>'

De la ecuacion de los simbolos de Christoffel
k= g ®(9:9je + 0,9 — 0e9i).
tenemos

M = 29"(01Gn + 019n — 0:Gn) + 397 (0112 + 0112 — 02Gn)
= 2(g9")(04+0—-0)+3(0)(0+0—0gn) =0.

2
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M = 39%(01Gn + 0iGn — 0ign) + 397 (019w + 01Gr2 — D2gm)
2(0)(0+0—-0)+1(g**) (04 0 — 0g1) = 55(—2r*sinvcosv) = —sinVvco

M = %gﬂ (81921 + 029 — 81921) + %g” (81922 + 82912 a2912)

2(g") (04 9.9 —0)+3(0)(0+0—-0) = (2r*sinvcosv) = <Y

smv'

21’2 sin? v

., = %g12 (81921 + 02gn — 31921) + %gzz (81922 + 02G12 — a2912)
= 2(0)(0+ 9w —0)+3(9*)(0+0—-0)=0.
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g’ (82921 + 020 — a1922) +39* (82922 + 0292 — a2922)
(9")(0+0-0)+;(0)(0+0-0)=0.

1T _ 1
r22_5
1
2

s, = %g12 (82921 + 02921 — a1922) + %g” (32922 + 02022 — 32922)
= J(0)(0+0-0)+3(g**)(0+0—-0)=0.

Calculamos ahora la curvatura de Gauss

_ 2 2 12 2 2 12 22\ _ 1 12 2
K = " g (r121 I_11,2 + I_12|_11 + I-12r21 - I—11r12 - I_11r22) - _a(rﬁrﬂ - a2|—11>
= —aa (Y (—sinveosV) + cos’V — sin* V) = — - (—sin’ V) = &
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Ejemplo 3: (Superficies de revolucion)
Consideramos la parametrizacion

x(u,v) = (f(v)cosu,f(v)sinu,g(v)), f(v)>o.

Mostrar que

° F]1 =0, o M _ f/ ° F1 =
ﬁ'/ r12 o ?' f/f// g g//
=y gr cL=o0 ‘=0 -
(') +(g') 2=0 (2 +(gy
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