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Superficies minimas

Conexion con funciones holomorfas

Recordemos que si f(u,v) es una funcion armonica (de clase C?),
entonces la funcion compleja

of .0
F(u,v) = i I—f
ou ov
es holomorfa.
Prueba:
Basta verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann para F.
o (f\ _ Pf _ % _ & of
%(%) - W__W_E(_E)’
Q(a_f) - 9f _ &f _ _Q(_ 3_f)
ov \ou avou ouov ou ov/®
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Superficies minimas

Suponga ahora que x(u, v) es una parametrizacion en parametros
isotérmicos de la superficie minima S. Entonces, ya vimos que X = (x,y,Zz)
es una funcion armonica.

En particular, las tres funciones coordenadas x, y,z son armonicas. De la
observacion anterior, tenemos tres funciones holomorfas

ox .ox ay .oy 0z .0z
Fi(u,v) = - IE, Fo(u,v) = u IE, Fs(u,v) = TN Im.
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Superficies minimas

Propiedad

Sea S C R3 superficie regular, con parametros (u,v),yx: U C R? - Ssu
parametrizacion. Entonces,

* (a)x es isotérmica < F2+F2+F2=o0.
* (b) Si x es isotérmica, entonces S es minima < F,,F,, F; son

holomorfas.
Prueba:
@ F_oX X oy oy 0z 0
(a) Fi= e Iav, F, = 2 Iav, F; = e l6v . Luego,

P2 <3X>272’.@@7(8X)2, ) (@)272’.@@7<@>27 P2 (82)2 .0z 0z (82)2'

— (= - — = (—) 22— ——( —
1 ou oudv \dv 2 ou oudv \dv 3 ou "auav \av
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Superficies minimas

Asi
j j

= <Xu,Xu> - 2i<xu7xv> — <XV,XV> = (E — G) — 2iF.

De ahi que x isotérmica < E=G,F=0, & FZ+F +F =o0.

(b) (=) Si S es minima, entonces x es armonica
= Ax = (Ax, Ay, Az) = 0. Luego, Ax = Ay = Az = 0. De la propiedad
probada anteriormente, las funciones F,, F, y F; son holomorfas.

(<) Si Fy, F,, F5 son holomorfas, las ecuaciones de Cauchy-Riemann
muestran que Ax = Ay = Az = 0, de modo que x es armonica.
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Superficies minimas

La propiedad anterior produce un algoritmo para construir
parametrizaciones de superficies minimas:

e Tomar F,,F, : U C R? = C — C funciones holomorfas.
e Definir F; : U — C por F2 = —(F? + F2), la cual también es holomorfa.

* Recuperar las funciones coordenadas x(u, v), y(u, v),z(u,v) mediante
el método de ecuaciones exactas

u p
x}-:/ Rel:jau:Re/ Fidz, paraj=1,2,3.
Uo P

(o]

Luego, la parametrizacion x(u, v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) sera armonica,
y la superficie definida por S = x(U) es minima.
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Complexificacion

Definicion

Sea S C R3 supefficie reqgulary x : U C R? — S una parametrizacion con
componentes x(u,Vv),y(u,v),z(u,v). El mapa F : U — C3 dado por
F(u,v) = (Fi(u,v), Fx(u,v), F5(u,v)), con F; = % — i%, se le llama la
complexificacion de S.

Corolario
SiF: U CR?— C3es la complexixficacion de S, entonces

1. X es isotérmica <= F?+ F2+ F3 = 0.

2. Si S es isotérmica, S es minima < F,, F,, F; son holomorfas.

3. Reciprocamente, si F,, F,, F; son holomorfas con F? + F; + F2 = 0,
entonces F es regular (inmersion) F,F, + F,F, + F3F; # O.
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Complexificacion

Prueba:
Ya mostramos (1) y (2).
(3.) Tenemos
F1I_:1 + Fzrz + F3F3 = <XU,XU> + <XV,XV> = E+ G Z O7
con igualdad siy solo si x, = x, = 0.

De la prueba de (1)
O0X;\ 2 . OX; OX; OXi\ 2
ReRen - Ya) e -2 (w)
J

J j
= (X Xu) — 20(Xy, %) = (X, X,) = (E — G) — 2iF = 0.
= ambos vectores X,, X, son nulos, 0 ambos son distintos de cero y L.i.
Esto implica (3).
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Complexificacion

Obs: Los ceros de F corresponden, por (3), a los puntos en donde X no es
regular. Tipicamente, en la teoria de funciones complejas no tiene
sentido excluir ceros, mientras que en geometria diferencial
generalmente se asumen elementos de superficies regulares.

Corolario

Sea U C C un dominio simplemente conexo, y sean F; : U — C holomorfas,

j=1,2,3,c0nF?+F2+ F2 =0y FF, + F,F, + F;F; # 0.

Entonces el mapa x : U C R* — R3, con componentes X = (X;, X5, X3)

definidas por 2

Xj = Re/ Fi(z)dz, paraj=1,2,3,
Zo

parametriza un elemento de superficie minima regular. 5
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Complexificacion

Cauchy-Riemann tiene una interpretacion geométrica. Si F: U C C — C,
F= g—ﬁ + ig—"; es holomorfa, las ecuaciones de Cauchy-Riemann para F
implican que en todo punto, la matrix jacobiana (real) de F es la
composicion de una rotacion y una multiplicacion escalar (donde el
angulo de rotacion y el miltiplo escalar varian punto a punto).

z

Grid coordenado y su imagen conforme bajo la funcion holomorfa f(z) = %5
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Representacion de Weierstrass

Resumiendo: Cada superficie minima S, localmente permite una
parametrizacion isotérmica, siempre que no hayan puntos singulares. En
esta parametrizacion conforme, la superficie es analitica y ocurre como la
parte real de una funcion analitica compleja F: U C C — C3.

Para una de estas F dada, con las restricciones F; + F5 + F; =0y
F.F, + F,F, + F;F; # 0, se obtiene una superficie minims S.

Una pregunta natural en este punto es si podemos prescribir libremente
la funcion F sin el uso de restricciones.

Respuesta: Si, la representacion de Weierstrass. Esto permite mayor
libertad de eleccion de dos funciones componentes de la F.
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Representacion de Weierstrass

Lema

Dadas tres funciones holomorfas arbitrarias F,,F,,F; : U C C — C, con

F2 + F2 + F2 = o, (donde asumimos que ninguna de las F; se anula
identicamente), es posible asociar una funcion holomorfa ® : U — Cy una
funcién meromorfa ¥ : U — C = C U {oc}, con las siguientes propiedades:
®W? es holomorfa y

$ o)
Fie (=), R= 2040, R=ov

Reciprocamente, cada par de funciones (¢, V), ¢ : U — C holomorfa,
Vv : U — C meromorfa, induce tres funciones holomorfas F,, F,, F;, que
satisfacen F; + F; + F; = o.
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Representacion de Weierstrass

Prueba:
SeaF: U C C — C3,dada por F = (F,F,,F;), con Fj : U — C holomorfa, y
F;+F +F=o.
Definamos E
d=F—if,, V=—23_
v Fi — iF,

Esto esta bien definido excepto en el caso de que F, = iF,, lo que implica
que ademas F; = 0, caso que ha sido excluido por hipotesis.

Asi,
F2 :_F12+F§:_(F1+iF2)(F1—iF2):_(F+I.I__)
Fi—iF,  F—iF, Fi+ iF, v

oV =

que es una funcion holomorfa.
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Representacion de Weierstrass

Las identidades
o1 - V7 & — OV = (F, — iF,) + (F + iF,) = 2F,,
¢(1—|—\|12) = ¢+¢\U2:(F1—iF2)—(F1—|—iF2):—2iF2,

R
F, — iF __F
(Fi=iF) e, = Fs

oV

implican la ecuaciones
d i
F=-(-V), F= '3(1 L), Fy = oV

Reciprocamente, dadas ¢ : U — C holomorfay ¥ : U — C meromorfa,
entonces las funciones F,, F,, F; satisfacen
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Representacion de Weierstrass

¢ i
FF+FE+F = (5(1 - \|12)>2 + ('?(1 + wz))2 + (ov)’

1 1
— Z¢2(1 _ wz)z _ Z¢2(1 + \Uz)z + ¢2\U2

_ %(qﬂ — 20702 4 G2 — %(qﬁ + 20202 + O2Y) + 22
_ %( — 4O7U2) 4 W2 =0,

Ademas, F,, F, son holomorfas, ya que ®W¥? lo es. En cualquier caso oV
también es holomorfa, por lo tanto, F; es holomorfa.
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Representacion de Weierstrass

Observaciones:

e Ademas, la relacion F2 + F2 + F; = 0 es valida en un punto solo si
d = oV = dV2 = o alli.

* El caso excluido F, = iF, y F; = 0 corresponde geométricamente a un
plano que es paralelo al plano (u, v).
La representacion de Weierstrass a continuacion va a excluir este
caso.

e Aparte de esto, las dos ¢ y ¥ pueden definirse esencialmente de
forma arbitraria, induciendo (al menos localmente) una superficie
minima correspondiente, dada por una formula explicita.
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Representacion de Weierstrass

Corolario (Representacion de Weierstrass)

Toda superficie minima, parametrizada en parametros isotérmicos
X:UCR?—S, que no sea un plano, puede ser localmente representada
de la siguiente manera:

Xuw) = Re [ 20(0)(1-v(c) de.
Vuw) = Re [ 1001+ V() .
2u.v) = Re [ OOV,

donde ® : U — C es holomorfay G : U — C es meromorfa, son tales que
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Representacion de Weierstrass

dW? es holomorfa (exactamente las mismas condiciones que en lema). El
dominio de la parametrizacion debe elegirse de tal manera que las
integrales que ocurren son independientes del camino de integracion (U
simplemente conexo, para que se cumpla el Teorema de Cahuchy).

Reciprocamente, cada par (¢, V) con ®W? holomorfa, define un elemento
de superficie minima con parametrizacion isotermica x. Tal
parametrizacion x es regular si ¢ tiene ceros solo en los polos de V y alli
vale que ®W? #£ 0.
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Representacion de Weierstrass

Obs!

* Incluso las elecciones mas simples de ¢ y ¥ conducen a ejemplos
interesantes de superficies minimas.

e Si ¥ es constante, esto nos lleva a una relacion lineal entre las
funciones F;, F, y F5. En consecuencia, esto produce una
parametrizacion del plano.

* Por otro lado, ¢ si puede ser constante, como veremos en uno de los
ejemplos en los seminarios.
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