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Primera forma fundamental

En el aula anterior vimos que si S C R3 es una superficie regular,
entonces tenemos definida una forma cuadratica en cada punto p € S,
llamada la forma fundamental I, : TpS — R por

lp(V) = (v, V)p.

Ademas, six: U C R? — VNS es una parametrizacion alrededor de p, y si
a:(—e,e) — Uesuna curva con «(0) = p, o/(0) = v, y con coordenadas
a(t) = (u(t), v(t)), entonces la expresion de I, en coordenadas locales es

W =W (F o) ()-

De modo que podemos escribir I, = <£ g)
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Primera forma fundamental

donde E = (X, X,), F = (Xy,X,) Yy G = (X,, X,).

Vimos que
ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

donde ds es el elemento de longitud de arco. Equivalentemente, en
coordenadas locales tenemos que
dv\2
6(qt) ¢

o) = [ \E(Bey 2 (8 () +

da la longitud de arco.
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Primera forma fundamental

Geometria de la primera forma fundamental.
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Primera forma fundamental
o) = (o).

En general, en el caso de hiperficies H c R""", esto es superficies de
dimension n en R™" (o de codimension 1), la primera forma fundamental
I, se generaliza a la forma cuadratica

Escribimos también
I (

donde gj; = (x;, X)).

gn
g2

gn G Gan
g» gx Gan
h=1". . I
9n Gm 9nn
donde gj; = (x;, X)).
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Primera forma fundamental

Lema
Sea S C R3 supefrficie reqular, x parametrizacion de S, y X o v otra

parametrizacion obtenida mediante un cambio de coordenadas
¢ : U; CR? — U, C R2 Bajo este cambio de coordenadas, la primera

forma fundamental en p € S se comporta como

(i) = De(p)" (gi) De(p).

Prueba:
La ecuacion (g;;) = Dx(p)" - Dx(p) es directa. Luego

(5) = DX(p)" - DX(p) = D(x o ©)(P) - D(X o 2)(p)
Dy(p)"Dx(q)"Dx(q)Do(p) = Do(p)" - () - Do ().
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Primera forma fundamental

De la primera forma fundamental I, se derivan varias cantidades
importantes. Ya vimos una, el elemento de longitud ds:

ds? = Edu® + 2Fdu dv + Gdv>.

Otra cantidad que se deriva de I, es el coseno angular entre las curvas
coordenadas canonicas X, Y X,:

cos p = Xe) __F
%l [Ixv]] VEG

El determinante de la primera forma fundamental también juega un
papel importante en la integracion de funciones. De alguna manera,
det(gj) indica el elemento de superficie o elemento de area que se utiliza
en las llamadas integrales de superficie.
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Primera forma fundamental

Ejemplo:
Consideremos la helicoide
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Primera forma fundamental

Una parametrizacion de la helicoide S C R3 es dada por
X(u,v) = (vcosu,vsinu,au), a>o,uc (0,2m),veR.

En este caso, X, = (—Vsinu,vcosu,a)y X, = (cosu,sinu,0), y tenemos

E= (X%, =VvV+a’, F=X,x%x)=0, G=(X,,X,) =1,

v2+a®> o
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Areas

Recordemos que si a,b € R? son vectores, entonces el area del
paralelogramo generado por ay b (en ese orden) esta dado por |a x b.

Propiedad
|a x b” + (a,b)* = [|a||* [|b]*.

Prueba: Sean a = a,e, + a,e,, b = b,e, + b,e,. Entonces
la x b]>+(a,b)> = |(a,e,+ a.e,) x (b.e, + b,e,)|* + (a,e, + a.e,, b,e, + b,e,)?
= (a,b, — a,b,)* + (a,b, + a,b,)?
= (a@?b2 — 2a,a,b,b, + a2b?) + (a2b? + 2a,a,b,b, + azb2)
a;b; + aib3 + asb? + a3b;
= (a7 +a;)(b7 + b3) = [|a]|* [|b].
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Areas

Reescribiendo la propiedad anterior, tenemos
|a x b* = [[a]|* |[b]|* — (a,b)>.

En particular, cuando tomamos la base canonica del plano TS,
obtenemos la siguiente forma de calcular el area del paralelogramo
generado por los vectores X, y X,:

Xy X Xy |* = Xy ]| [[%]]* = (Xu, Xy)* = EG — F°.

En otras palabras, el area del paralelogramo generado por los vectores x,
y X, €s

E F
area(x,,X,) = VEG — F?2 = ; [ det (F G) = y/detp.
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Areas

Definicion

Un dominio D de una superficie reqular S C R? es un abierto conexo tal
que la frontera 9D es la imagen de una aplicacion diferenciable

f:S"— 9D, y es un homeomorfismo regular, excepto posiblemente en un
nimero finito de puntos.

Una region R es la union de un dominio D con su frontera, i.e. R = D U dD.

Propiedad
Sea S superficie regular, y x : U C R? — V N S parametrizacion. Si R C x(U)
es una region en S, entonces Q = x'(R) es una region en U.

Prueba: Ejercicio!
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Areas

Boundary of R
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Areas

Para definir el area de una region R C S comenzamos con una particion P
de R en un namero finito de regiones R;, es decir, R = | J; R;, donde la
interseccion de dos de tales regiones R; N R; es vacia o formada por
puntos limite de ambas regiones.
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Areas

El diametro de R; es el supremo de la distancias (en R3) de dos puntos
cualesquiera en R;, esto es, diam R; = supy ycr. |[X — Y||; el mayor diametro
de los R; en la particion P se llama la norma ||P|| de P.

Considerando ahora una particion de cada R;, obtenemos una segunda
particion de R, que refina a P.

Dada una particion R = | J; R; de R, elegimos arbitrariamente los puntos
pi € R; y proyectamos R; sobre el plano tangente en p; en la direccion de
la normal en p;; esta proyecuon se denota por R; y su area por A(R;). La
suma >_;A(R;) es una aproximacion del area de R.

Eligiendo particiones P;, ..., P, ... cada vez mas finas y tales que

||Px|| — O, existe el limite B
[im A(R;).
Pmoz (Ri)
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Areas

Este limite es independiente de todas las particiones.

Definicion
Bajo la construccion anterior, decimos que la region R tiene un area A(R)

dada por
A(R)= | A(R
(R) = fim,, 2 AR

Mostramos ahora que toda region limitada R en una superficie regular

S C R3 posee un area.

Por simplicidad, vamos a restringirnos a regiones contenidas dentro de
una vecindad parametrizada x, y obtendermos una expresion para el area
en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental de x.
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Areas

Teorema

Sea S C R3 una supefficie regular, y R C S una region limitada en S,
contenida dentro de una vecindad parametrizadax : U C R? — VN S.
Entonces, el area superficial de R esta dada por

A(R) = // Xy x X,/ dudv, comQ=x""(R).
Q

Prueba: Considere una particion R = [ J; R; de R. Como R es cerrado y
limitado, es compacto, y podemos suponer que la particion esta
suficientemente refinada de modo que dos lineas normales de R; nunca
sean ortogonales.
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Areas

Como estas normales varian continuamente en S (campo normal
continuo), para cada p € R existe una vecindad V, N S de p donde dos
normales cualesquiera nunca son ortogonales; estas vecindades forman
una cobertura abierta de R.

Siendo R compacto, considerando una particion P de R cuya norma
||P|| < A, el nUmero de Lebesgue de la cobertura.

Fijamos una region R; de la particion y elegimos un punto p; € R; = x(Q;).
Queremos calcular el area de la proyeccion normal R; de R; sobre el plano
tangente T,.S. Para hacer esto, considere un nuevo sistema de ejes Oxyz
en R3, obtenido de Oxyz por una transformacion rigida, de modo que el
eje Z coincida con la normal ; en p;, y el plano Oxy con el plano tangente
Tp,S, Yy ambos sistemas tengan la misma orientacion.
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En los nuevos ejes, la parametrizacion se puede escribir

X(u,v) = (X(u,v),y(u,v),z(u,v)).
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Areas

En esas nuevas coordenadas, se tiene

o(x.y)
O, enaqQ;
oxy) 7O Y
de lo contrario, la componente Z de algun vector normal en R; es cero y
hay dos lineas normales ortogonales en R;, contrario a la hipotesis.

La expresion de A(R;) es dada por

A(R) = / /R dxdy.

Como gggg # 0, hacemos el cambio de coordenadas x = x(u, v),

y=y(u,v)y _ A(X, V)
AR)) = //Q Sy dudv.
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Areas

Como los vectores X, y X, pertenecen al plano Oxy, entonces % =9 _ g

ov
en p;. Luego
XV 1w v
’6(u,v)‘ = X, xX,|, enp;
De ahi,
8(U,V) - })_(u X )_(V‘ = 6,‘(U,V), para (U,V) €Q,

donde ¢;(u, v) es una funcion continua en Q; con £;(x~*(p;)) = O.
Dado que la norma de un vector se preserva por movimientos rigidos,

Xy X X, = [Xy x Xy | = ‘8 T v) —&i(u,v).
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Areas

Sean m; y M; el minimo y maximo de la funcion ¢;(u, v) en la region
compacta Q;. En particular,

)’—]xuxxv{

< . .
a(u’v) — MI? en QI?

Integrando la desigualdad anterior sobre Q;

:>m/ dudv<‘ // X, x x,| dudv

Haciendo lo mismo para todos los R;, obtenemos
Zm,-A(Q,) < — // X, x x| dudv| < ZM,-A(Q,)
i Q i
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Areas

Ahora, refinamos mas y mas la particion P via una secuencia de
particiones Py, ..., P, ..., de tal manera que ||P|| — O.

Entonces M; — m;, Vi, y se tiene

|7|D.|?lOZmA lim Zi:A(ﬁi)—/Q}xuxxv\dudv_ lim ZMA

|7’H%o [[Pll—o

Portanto, existe el limite de >, A(R;), y es dado por

= lim ZA(?,—)—// |xu><xv|dudv—//\/EG—F2dudv.D
Pllo 4 Q 0
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Ejemplo 1: Calculamos el area superficial de la esfera S2.
X(u,v) = (rcosvcosu,rcosvsinu,rsinv), uec (0,2m), ve (=5,%),r>o.

Xy, = (—rcosvsinu, rcosVcosu,0),X, = (—rsinvcosu,—rsinvsinu,rcosV).

Luego
E= (Xy,Xy) = r’cos’v, F=(X,,X,) =0, G= (X,X,) =r’.

y w/2 27 /2 2T
AS) = / / VEG — F2dudv = / / Vrtcos2vdudv

—7n/2Jo —7n/2Jo

w/2 27 /2 w/2
= / r?cosvdudv = 27r? / cosvdv = 27wr’sinv = 47r?.
-m/2Jo —m/2 —/2
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Ejemplo 2: Calculamos el area superficial del toro T.

X(u,v) = ((R+rcosv)cosu, (R+rcosv)sinu,rsinv), u,v e (0,2r), R >r> 0.

Xy = (—(R+ rcosv)sinu, (R + rcosVv)cosu,0),
X, = (—rsinvcosu, —rsinvsinu,rcosv). Luego
E= (Xy,X,) = (R+rcosv)?, F=(Xy,X) =0, G= (X, X,) =r.

27 27 27 27
AS) = / / \/EGfF2dudv:/ / V(R + rcosv)?r? du dv
o Jo o Jo

27 27 27
= / / r(R+ rcosv) dudv:27rr/ (R+ rcosv)dv = 2xr(Rv + rsinv)
o o o

27

o

= 27r(2nR) = 47°rR.
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