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Orientabilidad

Recordemos el efecto del signo del determinante en R":

det Df(p) <0

—~ Df(p)-v

u

Efecto del determinante en R2: (a) preserva la orientacion, (b) invierte la orientacion.

Definicion

Sea S C R3 superficie regular. Dos parametrizaciones X, : U, C R? — V, NS
yX,: U, CR?2 — V,NSen lasuperficie S son coherentes cuando
W=V,NnV,NS=g,ocuando W=V,NV,NS # @y la matriz jacobiana

satisface
Isf det D(X;" o X,)(q) > 0, Vg € X (W).
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Orientabilidad

Obs! Como det D(x; " o X;)(q) es una funcion continua en q (;por qué?)
entonces su signo queda completamente determinado en cada
componente conexa de x;'(W).

Luego, todo cambio de coordenadas, o es coherente en todos sus puntos,
o no lo es en ninguno.

Definicion
Un atlas A de clase C* en una superficie S C R3 es una coleccion de
parametrizaciones o cartas locales A = {(x;, U;)};, con
X;: Ui CR?2 — V;NS, tales que
e S=J;V, esto es, los V; = x(U;) cubren a todos S.
* las parametrizaciones x; son todas de clase C*.
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Orientabilidad

Definicion
Un atlas A de S se [lama coherente cuando cualesquiera dos
parametrizaciones (x;, U;), (x;, U;) € A son coherentes.

Un atlas coherente de clase C* para S es maximal si no esta contenido en
otro atlas coherente maximal de clase C para S.
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Orientabilidad

Obs! Por el Lema de Zorn, todo atlas coherente dee S esta contenido en
un atlas coherente maximal.

Teorema (Lema de Zorn)
Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda cadena
ascendente tiene cota superior, contiene un elemento maximal.

En este caso, si Ao = {(x;, U;)}; es un atlas coherente de S, podemos hacer el siguiente
mecanismo:
Consideremos una carta local adicional (x, U). Si (x, U) es coherente con todas las cartas
locales de Ay, la agregamos: A, = A, U {(X, U)}. Podemos continuar este mecanismo
indefinidamente, para formar una cadena creciente de atlases

A C A C A C...

(o hasta que ya no podamos agregar mas cartas coherentes). Del lema de Zorn, esta
cadena tiene una cota superior A, el cual debe ser un atlas coherente maximal.
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Superficies orientables

Definicion
Unsa superficie S C R3 es orientable cuando existe al menos un atlas
coherente de clase C* en S.

En este caso, existe también un atlas coherente maximal A, llamado una
orientacion para S.

Una superficie orientada es una superficie orientable en la cual se hizo
una eleccion de una orientacion A.
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Superficies orientables

Un atlas coherente preserva la misma orientacion en todos los TpS.
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Superficies orientables

Si A es una orientacion paraSyx: U CR? - VNSesuna
parametrizacion, entonces la aplicacion N : VN S — R3 dada por

B B xu(q) X xv(q)
n=N(p)= |1%u(q) x %,(q)||’

define un vector normal unitario sobre VN S. En particular, N(p) € T,S* y
IN(P)[| = 1.

conq=x"'(p),
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Superficies orientables

Cuando consideramos a todo el conjunto de vectores N(p), conp € VNS,

obtenemos un campo de vectores normales, o un campo normal unitario
avns.

Campo normal a la superficie S.
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Superficies orientables

Teorema

Sea S C R3 superficie regular. Entonces, S es orientable < existe una
aplicacion continua N : S — R3 tal que N(p) € TSy |IN(p)|| =1, Vp € S
(esto es, S admite un campo normal unitario continuo N).

Prueba:

[=]. Suponga que S es orientable. Entonces existe un atlas coherente
A ={(x;,U})}ic cOn X; : U; C R? — V; N S, parametrizaciones coherentes.
Ademas, S = {J; Vi = U; x;(U;).

Dado p € S, existe j € | tal que p € V;. Definimos entonces

. xju(q) X xjv(q)
NP) = (@) < %, (@)]

, donde q=x;"(p) € U;.
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Superficies orientables

Si existe algun otro indice k € I tal que p € Vi, = X,(U), entonces como X;
Yy X, son coherentes, se tiene que {X;,, X, } Y {Xru, Xk } SON bases de TpS,
ambas con la misma orientacion (;por qué?).

Luego, Xey X Xp = A(Xj, X Xj,), CON X > 0,y se tiene que

Xeu(Q) X Xew () _ A(xju(q) X xjv(q)) _ xju(q) X xjv(q)
[1Xeu (@) X Xev(@)]] [Au(@) < X (@) [[Xu(@) x X (@)]]

de modo que el vector normal N(p) esta bien definido e independe de la
carta local x; en el atlas coherente.

Ademas, N(p) es una funcion continua, pues en cartas locales, depende
de cocientes y productos cruz de funciones diferenciables.
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Superficies orientables

[«<]. Suponga ahora que existe un campo normal unitario continuo
N:S—R3.Seax:UCR?— VNS, conUconexo.

Definamos la funcion f : U — R por

X, (q) x x,(q) >
|xu(q) < xy(Q)[|/

(q),

f(@) = (N(x(a)).

Xy X Xy

Entonces, N(x(q)) = f(q) - T

conf(q) =10f(q) = —1.

Como f es continua en Uy U es conexo, n,
entoncesf =10f=—-1en U.
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Superficies orientables

Si f = —1, redefinimos la parametrizacion x por X(u,v) = x(v, u) (esto es,
X = Xor, donde r es la reflexion (u,v) — (v, u)), en el conjunto
U={(v,u): (u,v) e U}

Observe que X(U) = x(U) = VN Sy f(U) = 1.

Sea A la coleccion

A={(x,U): UC R?>conexo,x: U— VNS, yN(x(q)) = 22X_(q), Vq € U}.

[[%uxxv||

Para cualquier parametrizacion con dominio conexo U, se tiene que
(x,u) e A0 (x,U) € A.

Luego, como S es superficie, podemos cubrir S con cartas locales (x, U),
donde, de ser necesario, restringimos los dominios U a abiertos conexos.
En particular, S = (U, 4 X(U).
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Superficies orientables

Sean (x;, U;), (x;, U;) € A. Mostramos que X; y X; son coherentes.
Si x;(U;) N x;(U;) = @, no hay nada que mostrar. Caso contrario, tome
P € xi(U;) N x;(U;), con x;(q;) = p = x;(q;). Como,
Xiu (i) X Xiv(q;) Xiu(d;) X X;v(d;)
= N(xi(q;) = N(Xi(q;)) = .
ala) < x(a) o) =N = ) @)

Esto muestra que X, X Xy, Y Xj, X X;, tienen igual signo, de modo que las
bases {xXi,,X;,} v {X;,, X;, } tienen igual orientacion = las cartas (x;, U;),
(x;, U;) son coherentes.

Esto muestra que A es un atlas coherente para S = S es orientable. o
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Superficies orientables

Corolario
Si la superficie S C R3 es la imagen inversa de un valor regular de una
funcioén diferenciable f : U C R?® — R, entonces S es orientable.

Prueba:

Sea S =f""(a), avalor regular de f. Para p € S, consideremos

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) una parametrizacién de una vecindad
VNnSdep.

Tomemos una curva parametrizada dada por o : (—¢,) — VNS, tal que
a(t) = (x(t),y(t),z(t)), con «(0) = p. Entonces

f(a(t)) = f(x(t),y(t),z(t)) = a, paratodotec (—¢,e).
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Superficies orientables

Derivando la ecuacion anterior en t = 0, obtenemos

O(f o a)(0) = VF(p) - a'(0) = 5 (BIX(0) + - (RIV(0) +

Luego, Vf(p) - @/(0) = 0. Como esto vale para toda curva parametrizada «
en S pasando por p, entonces Vf(p) es normal a TpS. Como esto vale en
todo punto p € S, entonces

_ Vf(p)
V) = Sr )

define un campo normal unitario continuo para S.
Por el teorema anterior, S es orientable.
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Ejemplo 1: (Abiertos de R?)
Todo abierto U C R? es orientable. Para ello, basta considerar el atlas
A = {(id, U)}, el cual es coherente ya que consiste de una sola carta local.

Ejemplo 2: (Grafos de funciones)

Todo grafico de una funcion diferenciable

Gs = {(u,v,f(u,v)) : (u,v) € UC R?} es una superficie orientable.
Podemos parametrizar Gy por x(u,v) = (u,v,f(u,v)), y considerar el atlas
coherente A = {(x,U)}.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Orientabilidad | Alan Reyes-Figueroa Page 16 UVG




Ejemplo 3: (La esfera S?)
La esfera unitaria S? es orientable. Considere el campo normal
N : $* — R3 dado por

N(p)=p, pecS

Este es un campo normal unitario diferenciable.

Ejemplo 4: (Preimagen de un valor regular)
Sea f : R? — R funcion diferenciable, a valor regular de f,y S = f'(a).
Entonces S es orientable. Basta ver que

Vip)
V) = or )

define un campo normal unitario continuo sobre S.
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Propiedad

Sea S C R3 superficie regular. Suponga que S = x,(U,) UX,(U,), con
X, : U, — V, X, : U, — V, parametrizaciones. En otras palabras,

A ={(x,,U,),(X;,U,)} es un atlas para S.

SiW=V,nV, =x,(U,) Nx,(U,) es conexo, entonces S es orientable.

Prueba:
Como solo hay dos cartas locales, con interseccion conexa W, entonces
hay dos posibilidades para todo punto q € x_,(W):
detD(x;"ox,)(q) >0, 0 detD(x;"oX,)(q) < O.

Si det > 0, las cartas son coherentes. Caso contrario, podemos hacer la
mudanza de parametros r : (u,v) — (v.u), y redefinir la parametrizacion
X, = X, o I. Luego, det D(x;" o X,)(q) > 0.
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Ejemplo 5: (La esfera S?)
Tenemos dos cartas locales
Consideramos la proyeccion estereografica  para S*: (m,",R?) y (75", R?),

con
kz-.;
. 5 = my'(R?) Ums '(R?)
o« W=my'(R?) N '(R?) =
$?2—{N,S} ~S" x (0,1)
es conexo.
Tlp) LS Por la propiedad anterior, S?

es orientable.
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Proposicion

S C R3 es no orientable <= existen dos vecindades conexas
parametrizadas U,, U, C R?, con X, : U; — V., X, : U, — V, tales que la
interseccion W = V, NV, N S tiene dos componentes conexas W, y W,, con

detD(x;'ox,) >0enW,, y detD(x;"ox,) <0enW,.
Idea de prueba:

Las cartas (x,, U;) y (X5, U,) no son coherentes (si lo son sobre W, 6 W, por
separado, pero no sobre toda la interseccion W).

Cualquier intento de corregir la coherencia en W, (e.g. considerar la
reflexion (u,v) — (v, u)) automaticamente desarma la coherencia sobre
W,.
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Ejemplo 6: La banda de Mobius no es orientable.

(2514) e | \
PSR j \
(et) 4(0,4) N !
3 i o - il R SR
/f
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Usamos el modelo
S = Mdbius = [0,5] x (0,1)/ ~, donde (0,y) ~ (5,1—Y).

1 r -----------------------------------

|

i

q |

]

o

I

]

|

a 1 2 3 4 5
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Ejemplos

7/ —
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Consideramos las cartas locales x, : U, — V,, X, : U, — V,, donde
U, =V, =(0,4) x (0,1), U, = (0,3) x (0,1), V, = ([0,1) U(3,5]) x (0,1) ¥

u+3,v), sio<u<z
x(u,v) = (u,v), x(u,v)= {(u(— 2,1 —)v), si2<u<3.

La interseccion W = V, NV, tiene dos componentes conexas:
W, = (3,4) x (0,1) y W, = (0,1) x (0,1).
Basta ver que

D(x;" o x,)(p) = <; ?) en W,, D(x;'ox,)(p) = <; _01> en W,.
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