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El cilindro S" x R es difeomorfo al plano puncturado R* = R? — {(0,0)}.
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Considere la composicion de los mapas
f :(cosu,sinu,v) — (logvcosu,logvsinu,v)y 7 : (X,y,2) = (X,y).
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El plano tangente

Definicion
Sea S C R3 una superficie regular. Diremos que el vector v € R3 es
tangente a S en el punto p € S si existe una curva parametrizada

a:(—e,e) = Stalque a(0) =pyd/(0)=w.
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El plano tangente

Propiedad

Seax: U C R? — V C Suna parametrizacion de la superficie regular S, en
el punto p € VNS, con x(q) = p. Entonces, el conjunto Dx(q) - R? coincide
con el conjunto de los vectores tangentes a S en p.

Prueba:
Considere T,S = {v € R?: v es tangente a S en p}. Mostramos que
Dx(q) - R> = TpS.

[C] Seaw € R? y sea a(t) = q + tw la recta en direccion de w pasando por
q, dentro del dominio U. Luego, «(0) = qy «'(0) = w. Definamos la curva
B =Xoa«asobreS
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El plano tangente

Entonces, 5(0) = xo a(0) = X(q) = p, y por la regla de la cadena tenemos
B/(0) = &(x 0 a)(0) = Dx(a(0)) - /(0) = Dx(q) - W,

de modo que Dx(q) - w € TpS. Como w es arbitrario, esto muestra que
Dx(q) - R* C TpS.

Plano tangente | Alan Reyes-Figueroa Page 5 UVG

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




El plano tangente

[D] Seav e T,S.

Entonces, existe una curva 5 : (—¢,¢) — V C Stalque 5(0) = py g'(0) = v.
Definamos o =x'3 : (—¢,e) — U C R2% Observe que siendo xy
diferenciables, entonces a es también diferenciable. Luego,

a(0) =x""of(0) =x7'(p) =qy a’(0) =w € k2.

Como x o’ alpha = j3, entonces de la regla de la cadena
v = 3'(0) = Dx(a(0)) - &/(0) = Dx(q) - w € Dx(q) - R*.

Siendo v arbitrario en T,S, esto muestra que TpS C Dx(q) - R?, lo que
concluye la igualdad.
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El plano tangente

Corolario
Para todo punto p de una superficie regular S, el plano tangente TS es un
espacio vectorial de dimension 2. Una base para este espacio es

5(p), 5(p)}, donde

ox ox
5y (P) = Dx(@) - e, =7 (p) = Dx(q) - €.

Prueba:
e Como S es superficie regularyx: U C R*> - VN Sesuna
parametrizacion, la derivada Dx(q) es un mapa lineal inyectivo
= TpS = Im Dx(q) es un espacio vectorial y dimT,S > dimR? = 2.
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El plano tangente

* Por el Teorema de la Dimension, dim T,S dimR? = 2. Portanto,

» Como {e,,e,} es una base de R* y Dx(q) : R*? — TS es un isomorfismo
lineal, entonces {2*(p), 2(p)} es una base para T,S.
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El plano tangente

Definicion
A T,S se le llama el plano tangente a la superficie S en p.
Observaciones:
* La base {2*(p), Z(p)} se llama la base canénica o la base de T,S
asociada a la parametrizacion x.

¢ Usualmente escribiremos
15) ¢ 15) 4
oy P) =xu(a), - (P) = x.(q).

* El plano tangente TpS no depende de la eleccion de la
parametrizacion x, ni de la curva «.
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El plano tangente

Definicion

Sean S,, S, superficies regulares, y sea f : S; — S, una aplicacion
diferenciable. Dados, p € §,, v € T,S,, entonces existe una curva
parametrizada o : (—s,e) =+ V C S,, con a(0) = py o/(0) = .

La derivada de f en p es la aplicacion lineal Df(p) : TpS: — Tf(p)S, dada

por
Df(p) - v = (f o @)'(0).
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El plano tangente
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El plano tangente

Observaciones:
* Laregla de la cadena implica que

(f o a)(0) = Df(«(0)) - «/(0) = Df(p) - v.
* La derivada Df(p) no depende de la curva a.

* Six: U, CR?*— S, es una parametrizacion, y p € x(U,), definamos
a=Xo 3:(—e,e) = esuna curva diferenciable. Suponga que

5(t) = (u(t). v(t)). Entonces,
v = d/(0) = (xop)(0) = Dx(5(0)) - 5(0) = Dx(q) - (u'(0), v'(0))
= u'(0)Dx(q) - e, +Vv'(0 )DX(Q)~92ZU’(O)S—Z(QHV’(O)%(Q)

= ViXy(q) +Vv2X,(q).
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El fibrado tangente

Sea S C R3 una superficie regular seax : U C R? — S, con U abierto, una
carta local de S. Sea p € S,y sea T,S el plano tangente a S en p.

Definicion
El fibrado tangente TS de la superficie S es la union disjunta de los
espacios tangentes T,S sobre los diferentes puntos p de la superficie:

TS=| | TS = J{p} x TpS.

pesS pesS

Asi, un elemento de TS se puede pensar como un par ordenado (p, V),
donde p es un punto de Sy v es un vector tangente a S en el punto p.
Existe una proyeccion

7+ IS — S,
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El fibrado tangente

:

El fibrado tangente TS al circulo S'.
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El fibrado tangente

Obs!

* Para una curva C (variedad 1-dimensional), el fibrado tangente TC
tiene dimension 2.

* Mientras que un espacio tangente T,S tiene dimension 2, el fibrado
tangente TS tiene dimension 4.

e En general, para una variedad n-dimensional M, su espacio tangente
TpM tiene dimension n, y su figrado tangente TM tiene dimension 2n.
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