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Pasar de curvas a superficies, en principio solo reemplazamos el
parametro de la curva por dos parametros independientes (superficie
parametrizada).

Para un desarrollo adecuado de la teoria requerimos que la superficie no
solo esta dada por un mapa diferenciable en dos variables, sino que

ademas admite una linealizacion geométrica (hay plano tangente en cada
punto).

v

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Superficies | Alan Reyes-Figueroa Page 1 UVG




Definicion

Un subconjunto S C R3 es una superficie regular si para cada punto p € S,
existe una vecindad V C R3 de p y una aplicacion diferenciable (de clase
Ch)x: UCR?> = VNS, definida en un abierto U de R? tal que

* x es diferenciable (de clase C), esto es, si
x(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), entonces las funciones componentes
X,y,z son todas diferenciables de clase C* en U.

* X es un homeomorfismo, esto es, X es continua con inversa
Xx':VNS — Ucontinua.

* (Condicion de regularidad) Para todo q € U, la derivada
Dx(q) : R? — R3 es inyectiva.
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La aplicacion x se llama una parametrizacion (o un sistema de
coordenadas locales, o una carta local) en una vecindad de p. La
vecindad VN S de p se llama una vecindad coordenada.
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Expresamos la aplicacion lineal Dx(q) : R? — R3, en términos de las bases
canonicas e, = (1,0), e, = (0,1) de R? y e, = (1,0,0), e, = (0,1,0),
e; = (0,0,1) de R3.

Sea q = (Uo, Vo) € U. El vector e, = (1,0) es tangente a la curva
a: U — (U,v,) que pasa por q. Similarmente el vector e, = (0,1) es
tangente a la curva g : v — (uo, V) por q.

La imagen de la curva « bajo la parametrizacion x esta sobre la superficie

S: Xoa:U— (X(uavo)vy(l’hVO)’Z(U’VO))'

y tiene en p = x(q) el vector tangente
oxX ox oy 0z
%= 5 = (5w o0 30
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De hecho, de la definicion de derivada, se tiene

_/Ox 0y 0z\  Ox
Ox(@)- & = (G g 5u) = 5u =™
De la misma forma, la imagen de la curva 3 bajo la parametrizacion x esta
sobre la superficie S:

Xof:v— (X(Uo,V),y(Uo, V), Z(Uo, V)).
y tiene en p = x(q) el vector tangente
_Ox  /Ox Oy 0z
= T <8v’ ov’ 8v>'
_/Ox 0y 0z Ox
Dx(@)- & = (55 w) = o0 =
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] U= u,
dx
j q

—_—

/ e,

.:e 0=,
1
q
coordinate
curves

La base canodnica del plano tangente a S el punto p = x(q).
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Comox:UCR?— VNS cC R3 tenemos que en todo puntoq € U, la
derivada Dx(q) es una aplicacion lineal, y Dx(q) : R? — R3.

A partir de lo anterior, tenemos que

X(q) 2(q)
Qu av OX OX
Dx(q) = | Z(q) —{(q)) = =@ —=(q)
(%(q) #q)) w7 o
pues
%(q) g—t(q)
Dx(q) - e, = %—Z(q) .y Dx(q)-e, = g—i(q)
55(4d) Se(a)
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Recordemos la definicion de superficie regular.
La condicion de regularidad puede expresarse exigiendo que los dos
vectores

ox oxX
xu(a) =7, (@) v x(q) =7 (a)
sean linealmente independientes en todo punto q < U.

. oxX OX
Equivalentemente, %(q) X E(q) # 0.

Otra forma de ver esto dltimo es que alguno de los determinantes
menores de la matriz Dx(q) no se anule:

oy) % E o) _|n
o) |k S o) 1%

5:1 | Y, z)
ov

a(u,v)

oy
ou  ov
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1. El plano R%:
Sea p € R3, y sean a,b € R3 vectores linealmente independientes.
Considere el plano en R3 dado por

S={p+sa+th: s tecR}

Afirmamos que S es superficie regular. Observe que en este caso,
tenemos una parametrizacion x : R? — S dada por

X(u,v) = p+ua+vb.
En coordenadas, si p = (p4, p2, P5), @ = (a4, a5, a3), b = (b, by, bs), entonces

X(u,v) = (py + U@, + vby, p, + ua, + vb,, p; + uas + vbs).
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Claramente x es diferenciable, x es un homeomorfismo de R2a Sy
a, b,
Dx(u,v)=[(a, b, =1a b], V(uv).
a; b

es inyectiva (;por qué?).
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2. Abiertos de R
Sea U C R? un conjunto abierto. Entonces, U es una superficie regular.

En este caso, tenemos la parametrizacion x : U — U C R3 dada por
X(u,v) = (u,v,0).

La funcion identidad, o mas bien, la inclusion canonica de U en R3.

En particular, x es un homeomorfismo, x es diferenciable, y la derivada es

10
Dx(u,v)= 0 1|, Y(u,v)eU
(oo}

es inyectiva.
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3. La esfera S%
Vamos a mostrar que la esfera unitaria
SP={xy,zeR¥: X +y*+22 =1}

es una superficie regular.

Verificamos primero que el mapa x, : D — R3 dado por
X(u,v) = (u,v,v1—u2—v?), (u,v)eD
es una parametrizacion local del $?, con D = {(x,y) € R? : x> + y* < 1}.

Observemos que x,(D) = SN {z > 0} es el hemisferio superior de la
esfera.

Como x2 + y? < 1, la funcion /1 — x2 — y2 tiene derivadas parciales
0 —2X 0 —2y
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continuas, y de clase C*. Luego, x, es diferenciable.

Para ver que X, es un homeomorfismo, observe que X, es biyectivay que
lainversax;":S>N{z > 0} — D es la restriccion de la proyeccion
(X, Y, 2) = (x,y) al conjunto x,(D). Luego, x; ' es continua y x, es
homeomorfismo.

Finalmente, la derivada

1 )
o(x
Dx,(u,v) = _gu _12‘, , con menor 8((u’£ =1,

V1= +v2) /1— (12 +v?)

es inyectiva.
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Cubrimos ahora la esfera S? con parametrizaciones similares:

X(u,v) = (u,v,—v1—uz—v2), (u,v)eD
x(u,v) = (u,vi—u2—v2v), (u,v)eD
x,(u,v) = (u,—v/1—u2—v2v), (u,v)eD
xs(u,v) = (V1i—u2—-v2uv), (uv)eD
Xs(U, V) (—vV1—uz—v2,u,v), (u,v)eD.

Que, junto con x,, cubren toda la esfera S2. De ahi, S? es una superficire
regular, (cubierta por seis cartas locales).
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@9
70

Una parametrizacion de S? por cartas locales.

€ O-0
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