UNIVERSIDAD

DEL VALLE
DE GUATEMALA

UVG

REGRESION Y METODOS PREDICTIVOS

ALAN REYES-FIGUEROA
INTRODUCCION A LA CIENCIA DE DATOS (AU LA 32) 13.MAY0.2021



Regresion Lineal

Ejemplo motivacional:
Se mide la altura (X) y la temperatura promedio del trimestre mas frio del
ano (Y), en varias localidades geograficas:

Promedio Bioll =
ag + aAltitud
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Hay una relacion lineal entre Y y X. Matematicamente, podemos escribir
Y — bo + b1X + 5,

donde b, b, € R,y ¢ es una variable aleatoria que codifica la
incertidumbre intrinseca del fendmeno de interés y nuestra ignorancia.
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Regresion Lineal

Esta v.a. ¢, tipicamente satisface E(¢) = 0. Si su varianza es Var(s) = o,
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Efecto de la magnitud o: entre mayor, mas incertidumbre y mas dificil predicir y estimar.

entonces o codifica la variabilidad de esta incertidumbre.

Dada una muestra {(X;, Y;)}, estimamos los parametros via maxima
verosimilitud: Si 6 = (b,, b,, ), entonces

L(0) =P({(X;,Y:) = (%,¥i)}) = RP({&i = ¥i — bo — b:X;}).
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Regresion

Muchas veces, estaremos solo interesados en contestar preguntas como:
;X afectaa Y?
En nuestro modelo esto equivalente a preguntar: ;b, # 0?

Cuidado! Las estimaciones son variables aleatorias.
Ejemplo:
Supongamos que Y = 0 + 0 - X + . Para diferentes muestras obtenemos:
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Regresion Lineal

Tenemos que recurrir a pruebas de hipotesis.

A veces, tendremos interés especial en preguntas como: dado X = x, ;qué
podemos decir sobre Y?

Y | X = x es una variable aleatoria. Podemos calcular su distribucion y su
promedio:

(la recta o modelo regresor estima el promedio de Y | X = x). Si queremos
minimizar E(Y — Y(x))? una propuesta es tomar

Y(X) = E(Y | X = x) = bo + bux,

Y es de nuevo es una v.a. Dependiendo de supuestos que podemos hacer
sobre los datos, obtenemos informacion sobre la distribucion de Y(x).
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Regresion Lineal

12 4 12
. e . e
1 1 g
® /6 OOOQO/
S0l e e ol
ER 5
} L] /D
P} 4t
]
4 & 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 14 18 18
X1 X2
12 e - 124 2
10 ./o 10 ./
2 s §5%° 2 s /g/
5 , 5
8® B
4 4
—

10 12 14 18 18
X3

——
10 12 14 18 18
X4

Cuarteto de Anscombe.
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Regresion Lineal

El cuarteto de Ascome es una familia de varios conjuntos de datos con
estadisticas similares, pero diferentes distribuciones (lo importante son
las distribuciones, mas que los estadisticos que resumen).

Propiedad / Estadistico | Valor \ Exactitud
Meadia de x 9 exacto
Varianza muestra de x 1 exacto
Media de y 7.5 =+ 0.001
Varianza muestra de y 4125 + 0.003
Correlacion entre x, y 0.816 + 0.0001
Recta de regresion lineal | y = 3.0 + 0.5x | & 0.001y 4 0.0001, resp.
Coeficiente R? 0.67 + 0.001
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Regresion Lineal (OLS)

Sea X = (X;,...,X4_1) € R9"" vector aleatorio, Y variable aleatoria. Dada
una muestra {(x;,y;)}"_,, consideramos el modelo
d—1
Y="P0+ Y BiXi+e=0+8X+e, e~N(00%), (1)

j=1
donde 5T = (B, ..., B4_1) € RI,

Hagamos la inclusion de R~ a RY por x — (1,x), y definamos

X = (X;) € R"™ la matriz de datos,y = (V1,...,¥n)" € R",

B =(Bo,B1,---,B4—1) ERY ye=(c,...,2n)" € R". Entonces el modelo (1)
se escribe como

y=XB+¢e, cone~ Ny(0,5°l). (2)
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Regresion Lineal

Como ¢ =y — X33, entonces la verosimilitud para ¢ es

L(e) =P((e1,...,en) =€) = (L>nexp<— w)

2no 202

Obs! Maximizar esta verosimilitud equivale a minimizar la funcion de
costo ¢ = ||y — Xp||>.

Solucion: SiJ = |ly — X8| = (y — X3,y — X3), entonces

Vi) =2(-X,y — XB) = —2X"(y — X3) = —2X"y 4+ 2X"X$ = 0.
Obtenemos las ecuaciones normales
(X'X)8=X"y.| = B=XX) "Xy
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Regresion Lineal

De las ecuaciones normales
B = (X'X)"'XTy = (X'X)"'X"(X8 + ¢) = (X'X)"X'XS + (X'X)"'Xe
B4 (XTX) "X e,
Entonces, como una combinacion lineal de variables normales es normal

B~ N (8, 02(XTX) ),

y(X) = X' ~ N (X, X0*(XTX) X)),
Lo anterior permite hacer pruebas de hipotesis Ho : j = 0, construir

intervalos de confianza para 3, o construir intervalos de prediccion para
Y| X=X
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Regresion Lineal

Luego de estimar 3, los valores predichos por el modelos de regresion
son

VY = X8 = X(X'X)"'X"y = Py. (3)
Aqui, P = X(X™X)~'X" es una matriz de proyeccion: es la matriz de
proyeccion sobre el espacio V generado por las columnas de X. Esta
matriz La matriz M = | — P es la matriz de proyeccion en el espacio
ortogonal a V. Ambas matrices Py M son simétricas e idempotentes (lo
que significa que P> = Py M?> = M), y satisfacen

La matriz M crea los residuos de la regresion:

F=y-V=y-XB=y—Py=(I—Ply =My = M(XB+¢) = MXB+Me = Me.
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Regresion Lineal

Usando estos residuales, podemos estimar
el valor de 02 mediante la estadistica y2:

@ _ £ _ (My)(My) y'M My
~ n-d n—-d  n-d
_ Y'My _ S(9)
, n—d n-d
o N n—d
Proyecciones PX y MX. 0 = p s°.

El denominador n — d es el nimero de grados de libertad. s? es el
estimador OLS para o2, mientras que 52 es el estimador maximo verosimil
de ¢2. (son similares, pero el primero es insesgado, mientras que el
segundo no). s es llamado el error estandar de la regresion.
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Regresion Lineal

Bondad de ajuste: Evaluamos el ajuste de la regresion OLS comparando
cuanto se puede reducir la variacion inicial en la muestra, al hacer la
regresion sobre X.

El coeficiente de determinacion R? se define como la relacion entre la
varianza “explicada” y la varianza “total” de la variable dependiente Y, en
los casos en que la suma de cuadrados de la regresion es igual a la suma
de cuadrados de los residuos:

pe_ 2iVi=y)? _y'PUPy . y'My _ RSS

Sivi—v2 Yy T y)y  TSS

donde TSS es la suma total de cuadrados de la variable dependiente,
J=1—11".
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Regresion Lineal con términos generales

Bajo el modelo de regresion lineal, podemos incluir modelos mas
generales que (1)

d—1

Y=00+Y BiXj+e=bo+ B X+e, e~N(0,0%).

j=1
Por ejemplo, podemos construir nuevas variables aleatorias, que sean
potencias o productos de las variables X; ya incluidas, o funciones no
lineales de éstas.
En el caso en que incluimos potencias, tenemos un modelo de regresion
polinomial. Por ejemplo, para el caso de d — 1 variables

d—1 d—1
Y:ﬂo+Zﬂij+Z’Yle?+ZOéijij+€, €NN(O,02). (4)
j=1 j=1 J#R
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Regresion Lineal con términos generales

Similarmente, podemos incluir funciones no lineales de las variables X;,
digamos f,(X;), pero consideradas como una combinacion lineal. Este
modelo se llama comunmente un modelo de regresion lineal con
términos no lineales.

d—1
Y=00+ ) BiXi+ > wfil¥aXe,. .. Xaa)+e, e~N(0,0°). (5)

j=1 y4

Obs! Cualquiera de los dos casos anteriores se trata de forma similar
como la regresion lineal ordinaria, tomando en consideracion que al
introducir terminos Xj, = X; X, o términos no lineales f,(X), podemos estar
introduciendo también correlaciones entre estas nuevas variables.
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Supuestos Basicos

El modelo clasico de regresion lineal (OLS), asume varios supuestos:

Muestra finita {(x;, y;)}"_,, n finito.
Exogeneidad: E(c | X) = 0. En consecuencia E(¢) = oy E(x"¢) = 0.
Independencia lineal: Los regresores en X son L.i., esto significa que
P(rankX =d) =1.
Segundos momentos finitos: La matrix Q,« = 1X"X es finita y positiva
semidefinida.
Errores esféricos: Var(c) = o2l. Es comin separar este supusto en dos
partes:

- Homoscedasticidad: E(? | X) = 02, Vj.

- No autocorrelacion: E(sje, | X) = 0, Vj # k.
Normalidad: E | X ~ A(0, 2I).
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Supuestos Basicos

En algunas aplicaciones, se asume que los datos son independientes e
idénticamente distribuidos (i.i.d.). Esto significa que las observaciones
son tomadas de una muestra aleatoria que cumple todos los supuestos
anteriores.

Este enfoque permite establecer resultados asintoticos (cuando el
tamano de la muestra n — oo). Que se entiende como una posibilidad
teodrica de anadir observaciones independientes.

Los supuestos en este caso son:

* Observaciones i.i.d: (x;,y;) es indep. de y tiene la misma distribucion
que (X;, y;).

* No multicolinealidad: Q. = 1x;x| es definida positiva, Vi.

 Exogeneidad: E(¢; | ;) = 0, Vi.

» Homoscedasticidad: v(z; | x;) = 02, Vi.
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Supuestos Basicos

Finalmente, en el caso de series de tiempo, se asume que el proceso
estocastico {(x;,y;)} es estacionario y ergodico. Si {(x;,y;)} no es
estacionario, los resultados del modelo OLS son espirios, a menos que
{(x;,y;)} sea co-integrado.

Los supuestos en este caso son:
* Estacionariedad y ergodicidad: {(x;,y;)} es estacionario y ergodico.
* Regresores predeterminados: E(x; ;) = 0, Vi.

* No multicolinealidad: Q. = E(x;x|) es de rango completo y positiva
definida, Vi.

 Martingala con momentos finitos: {x; c;} es una martingala, con una
matriz de segundos momentos Qy.> = E(e? x,~x,T) finita.
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Supuestos Basicos

Homoscedasticity Heteroscedasticity
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Supuestos Basicos
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Prueba de Hipotesis

Para determinar si 5; = 0 0 no, se hace una prueba de hipotesis.

OLS Regression Results
Dep. Variable: R-squared:
Model: 0LS Adj. R-squared:
Method: Least Squares F-statistic:
Date: Thu, 13 May 2021 Prob (F-statistic):
Time: 15:31:54 Log-Likelihood:
No. Observations: AIC:
Df Residuals: BIC:
Df Model:
Covariance Type

Durbin-Watson:
Prob(Omnibus): Jarque-Bera (JB):
Skew: Prob(JB):
Kurtosis: Cond. No.
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Prueba de Hipotesis

Cada vez que se hace una regresion, queremos evaluar la hipotesis de si 3; = 0 (3; el
parametro i del modelo). Esto se hace mediante una prueba de hipédtesis sobre f;.
Consideramos la prueba Ho : 83 = 0, H, : 3; # 0. Si se falla en rechazar H,, esto significa
que S; no es significativo (y puede no usarse en el modelo). Rechazar significa que /3, es
significativo, y la variable X; afecta a la variable Y

La prueba se hace calculando la estadisticat = (E con se(ﬁ,) el error estandar del

estimador. Para efectuar la prueba, derivamos el p-valor para dicha B,.

® Calculamos el estadistico t para el punto medio E(3;) = o (de acuerdo a la
hipotesis nula).

® Calculamos el p-valor de la probabilidad acumulada para el estadistico t, segin la
distribucipon t, con n — d grados de libertad, y nivel de significancia c.

® Decidimos rechazar/no rechazar H, en funcion del p-valory a:

rechazamos H, <= p-valor < a.
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