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Clasificadores Lineales

Vimos algunos clasificadores: K-nn, bayesiano, analisis discriminante.
Queremos estudiar otra familia de clasificadores sencillos: aquellos que
dependen de una ecuacion lineal (2 clases).
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Clasificadores lineales

En este caso, buscamos una frontera de clasificacion en la forma de un
hiperplano en R?, dada por

Wo + WX = Wo + WaXq + WoXs + ... 4+ WgXg = O, (1)
dondew = (w,,...,wy) € R9y w, € R.

Por simplicidad, haremos una identificacion del conjunto de datos X en
R4 mediante el mapa biyectivo i : RY — R9*" dado por

i(x) = (1,x).
Similarmente, denotaremos al vector (o, W, . .., wy) € R4+" simplemente
por w. Asi, la ecuacion lineal (1) se escribe como w’x = o:

WX = Wo + WXy + WoXs + ... + WgXg = O. (2)
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Clasificadores Lineales

En general, separar un conjunto de datos (consistente de dos clases)
mediante un hiperplano no siempre es posible. Distinguimos dos casos
de conjuntos:

Definicion

Un conjunto de datos X € R"™ (@) que consiste de dos clases y; € {0,1} se
l[lama linealmente separable, si existe un vector

W= (Wo, W,,...,Wy) € R tal que la ecuacion lineal w'x = 0 es una
frontera de clasificacion del conjunto X. Esto es

yi=1(w'x; > 0), paratodoi=12,....n.

Caso contrario, diremos que X no es linealmente separable.
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Clasificadores Lineales

Separabilidad lineal: (a) un conjunto no linealmente separable; (b) un conjunto lineal-
mente separable.
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Clasificadores Lineales

Tipicamente los clasificadores lineales se trabajan de dos formas

e Etiquetasovy 1:
En este caso, la clasificacion de obtiene mediante el criterio

y(x) = 1(w'x > 0).
e Etiquetas -1y 1:
En este caso, la clasificacion de obtiene mediante el criterio
y(X) = sign(w'x).

En ambos casos, si queremos hallar el hiperplano separante 6ptimo
w € R4, ambos criterios usan una funcion no-diferenciable.
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Regresion Logistica

Consideramos el caso del clasificador logistico Aqui consideramos
etiquetas {0,1}, x € Ry usamos el criterio de clasificacion 1(x > 0).

El clasificador logistico utiliza la funcion sigmoide estandar

1
o(X) = ——=
1+eX
como una aproximacion suave de la funcion 1(x > 0).

Step Function Sigmoid Function Linear

(Logistic) Threshold

o fo) f(u) Function

:
u u u
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Regresion Logistica

Observaciones:
* 0 :R — (0,1) es una funcion de clase C* que transforma nimeros
reales en valores que pueden interpretarse como probabilidades.

 En general, o(Ww'x) = 1+exp(1——wa) es una aproximacion suave de
1(w'x > 0).

* o tiene la siguiente propiedad: Lo(x) = o(x)(1— o(X)).
Prueba:

d —x —x
ax’®) = (1 Jree—")2 - (1 +1e—X> <1 —i e—X)

= o(x)(1—o(x)).
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Regresion Logistica

Dado un conjunto de datos X € R"*(%*+") con etiquetas binarias, nuestro
interés es hallar el vector 6ptimo de separacion w € R tal que y(x) sea
lo mas proximo al clasificador logistico

1

y(x) = o(w'x) = PR
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Regresion Logistica

Recordatorio: Regresion lineal.
Recordemos la funcion de pérdida en el caso de regresion. Tenemos
n

SO 1
L=EL(yiyi) = _lly — Xw[[* = EZ (vi — w'x;)”.

i=1

En este caso podemos resolver de forma directa los coeficientes optimos
w. Para ello, basta diferenciar con respecto de w:

1 1
Vul = vwﬁ|yy—Xw||2szﬁ(y—Xw,y—Xw)
2 2
=~y - Xw) = 2 (Xy - X"Xw) — 0.

= X"Xw = X"y, lo que conduce a la solucion optima w* = (X'X)'XTy.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Regresion Logistica | Alan Reyes-Figueroa Page 9 UVG




Regresion Logistica

En el caso de la clasificacion logistica, tenemos la funcion de pérdida

n

L=EL;5) = ~lly — o(xw)|f = =3 (v~ o(w'x))”

i=1
Al replicar la estrategla anterior, resulta
Vul = VWE Z (Vi—o(w'x;))* = —= Z o (W) o (W'x;) (1—o(W'x;)) X;.
i=1

Esta ecuacion ya no produce una solucion directa para w. Sin embargo,
es posible utilizar métodos iterativos para hallar el optimo. Por ejemplo,
podemos usar métodos de descenso gradiente

wkt) — wk — o7, L(w),
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Enfoque probabilistico

Sea Z una v.a. con distribucion Ber(p), 0 < p < 1. Tenemos las
probabilidades condicionales

P(Z=1p) = P(Z=1%pn=p)=0p,
P(Z=0;p) = P(Z=0;,np=p)=1-0p.
Dado un conjunto de datos (x;, y;) donde los y; € {0,1}, podemos modelar
el comportamiento de las y; como una v.a. Y ~ Ber(p), donde
p =E(y; =1) =2, con m el niamero de datos en la clase y = 1.
Tenemos

P(yi=1|x;p) = p,
Plyi=o|[x;p) = 1-p.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Regresion Logistica | Alan Reyes-Figueroa Page 11 UVG




Enfoque probabilistico

Sin embargo, queremos que nuestro modelo represente p en términos
del parametro lineal w € R+, Hacemos
Ply; =1|%; w) = o(w'x),
P(yi=0|x;w) = 1—o(wx).
Como Y es Bernoulli, podemos escribir la distribucion condicional por
P(yi | Xi; W) = o(W'%;)" (1 - o(w'x;))" "

Asumiendo independencia de las y;, la verosimilitud de w dados los datos
es

n

L(w) =Py | X; w) 1_‘[IED Vi | X; w) = HU(WTxi)yi (1 - U(WTXI))1_yi‘

i=1
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Enfoque probabilistico

Para hallar el w 6ptimo, maximizamos la log-verosimilitud
n

(w) = log L(w) = log [ T o(wx)% (1— o(w'x;))"™

= 3" [vilogo(w;) + (1~ i) log (1~ o (w'x)))| .

i=1
Diferenciando en w, resulta
n
Vul(W) = V) [yi log o'(W'x;) + (1 y;) log (1 — U(WTX:'))]
i=1

= ; {ﬁg(“ﬂxi)(" — o(w'x;)) X; - ma(w x)(1 - o(w'x;)) x,.]

n

= Y <Yi (1—o(w'x)) — (1- y,')U(WTXi)) X;.
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Enfoque probabilistico

ASi, n
Vul(W) =)~ (y; — o(w'x)) X (3)
i=1
Finalmente, usamos (3) en el método de descenso gradiente

Tenemos el siguiente
Algoritmo:
1.) Inicio: Elegir a > 0, w(® ¢ R arbitrario.
2.) Repetir para k = 0,1,2,... (hasta cierto criterio de paro):
e Calcular Vy¢(w®)) como en (3).
* Recalcular w0 = wk) + oV, 0(w®),
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Enfoque probabilistico

Observaciones:
* El método de descenso “mueve” w®) segiin la contribucion de los
datos mal clasificados (proporcional a la diferencia y; — o(w'x;)).

* La convergencia de este método depende del conjunto de datos:
- El método de descenso gradiente siempre converge (a un minimo
local) para el caso de un conjunto linealmente separable.
- La convergencia puede verse afectada en el caso no separable.
Esto peude resolverse modificando o usando un método de
descenso mas elaborado (curso de Optimizacion).

* Las ideas aqui descritas dan origen a modelos lineales de
transferencia de informacion (modelos neuronales). Por ejemplo, el
perceptron.
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El perceptron

N

\ Weights
Constant ku\

~

N

Weighted
Sum

inputs —

Step Function

WO
w \
W,
Wa

El modelo perceptron.

La salida esde la forma y = p(w'x), donde ¢ : R — R es una funcion de
transferencia o funcion de activacion.
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El perceptron
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